Universitit Leipzig
Fakultat fiir Physik und Geowissenschaften

Gravitativer Memory-Effekt
drehimpulsbehafteter Quellen

Sebastian Drawert
Matr.Nr.: 3262887

28. August 2018






Inhaltsverzeichnis

[0__Notationen|

|2 Energie-Impuls-Tensor fiir Punktteilchen|
2.1 Allgemeine Form des Energie-Impuls-Tensors| . . . . .
[2.1.1  Teilchen ohne Drehimpuls . . . . . . . ... ..
[2.1.2  Teilchen mit Drehimpuls|. . . . . . .. ... ..
[2.2  Spezialtall Minkowskiraum|. . . . . . . . ... .. ...

3 Linearisierte Gravitation
[3.1 Storung der Minkowskimetrik{ . . . . . . ... .. ...
[3.2  Linearisierte Christoftelsymbole] . . . . . . . . . . . ..
B3 L — T = By - . L

|4 Geodatische Abweichung]

|5  Asymptotisch flache Raumzeit|

|6 Retardierte Kugelkoordinaten|
6.1  Christoftelsymbole der Minkowskimetrik| . . . . . . . .
6.2 Linearisierte Christoftelsymbole] . . . . . . . . . . . ..
6.3 Linearisierter Riemanntensor] . . . . .. ... ... ..

{7 Losung der Einsteingleichung|
[7.1  Quellteilchen ohne Drehimpuls| . . . . . ... .. ...
7.2 Quellteilchen mit Drehimpuls| . . . . . . ... .. ...

[8  Memory-Effekt]|
8.1 Memory-Tensor| . . . . . . .. ... ...
18.2  Manitfestation des gravitativen Memory-Ettekts| . . . .

[9  Anwendungsbeispiel|
9.1 Telchenzertalll. . . . . . .. .. ... ... ... ....
9.2 Grokenabschatzung| . . . . . . ... ... ... ... ..
9.3 Ausblickl . . ... ... ... ... ...

|A  Spezielle Komponenten des linearisierten Riemanntensors|

|A.1 Allgemeine Berechnung des linearisierten Riemanntensors| . . . . . . . ..

A2 Explizite Berechnung des linearisierten Riemanntensors|

[B- Memory-Tensor|
[Literatur]

O O e B

10
11
12

14

15

17
18
19
20

22
22
26
33

35
36
38

39
40
42
44

46
46
48

53

59






0 Notationen

In dieser Arbeit werden folgende Notationen und Konventionen benutzt:

2)

Es wird das sogenannte natiirliche Einheitensystem verwendet, in welchem gilt:
Lichtgeschwindigkeit ¢ = 1, Gravitationskonstante Gy = 1, reduziertes Plancksches
Wirkungsquantum h =1

Es wird die Einsteinsche Summenkonvention verwendet, dabei wird stets iiber doppelt
auftretende ko- und kontravariante Indizes summiert, nicht jedoch summandeniiber-
greifend.

Einheitsvektoren werden mit einem Zirkumflex gekennzeichnet, z.B. % fiir den Einheits-
vektor in Z-Richtung.

Tensoren der Einheitszweisphéire werden ebenfalls mit einem Zirkumflex gekennzeich-
net. Da diese jedoch stets Indizes tragen, besteht eine eindeutige Abgrenzung zu den
dreidimensionalen Einheitsvektoren.

Operatoren wirken nur auf unmittelbar folgende Elemente. Wirkt ein Operator auf
mehr als ein Element, so stehen alle affektierten Elemente in Klammern. Manchmal
werden aus Griinden der Ubersichtlichkeit Klammern gesetzt, die durch diese Konven-
tion nicht unbedingt erforderlich wéren.

O (f(x)g(x)) = Ouf(2)g(x) + f(x)0zg(x)
Oe f(2)g(x)) = (9o f(2))g(x)

Auf eine teilweisen Mehrfachverwendung einiger Buchstaben fiir verschiedene Entité-
ten, ist im Text nicht gesondert hingewiesen, wenn aus dem Kontext eine Verwechslung
ausgeschlossen ist.

So wird in den Anfangskapiteln die abstrakte Indexnotation mit kleinen rémischen
Buchstaben verwendet. In Kapiteln [f] f.f. bezeichnen kleine romische Buchstaben ex-
plizite Koordinaten.

Ebenfalls werden Geoditen, die Stérung der Metrik, sowie der relativistische y-Faktor
mit v notiert.






1 Einleitung

Rotieren massive Korper umeinander oder ein Kérper mit inhomogener Massenvertei-
lung um sich selbst, so entstehen Gravitationswellen. Gravitationswellen sind kurzzeitige
Osrzillationen der Raumzeit und eine Folge der endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit
des Gravitationsfeldes. Messbare Effekte kénnen gegenwértig nur von sehr massereichen
und schnell umeinander rotierenden Objekten hervorgerufen werden. Solche Objekte sind
beispielsweise Schwarze Locher oder Neutronensterne. Direkte Nachweise von Verschmel-
zungen solcher Objekte konnten in der jiingsten Vergangenheit erbracht werden [13]. Gra-
vitationswellendetektoren, nach heutiger Bauart, messen prinzipiell den Abstand zweier
frei fallender Massen. Passiert eine Gravitationswelle einen solchen Detektor, so dndert
sich der Abstand der Massen zueinander in einer mehr oder weniger periodischen Weise.
Die Dauer dieser Oszillationen, solange sie im messbaren Bereich liegen, wird als Dau-
er der Gravitationswelle bezeichnet. Die Form der Gravitationsstrahlung, das heift die
Amplitude, Frequenz, Polarisation, etc., hingt von der Beschaffenheit der Quellen ab.
Da Schwarze Locher betrichtliche Drehimpulse besitzen kénnen, ist es naheliegend die
Auswirkungen der Drehimpulse auf die Form der Gravitationswellen zu untersuchen, um
Riickschliisse auf das System, welche die Gravitationsstrahlung emittiert, ziehen zu kon-
nen. Arbeiten dazu sind z.B. in [3] zu finden.

Die theoretische Untersuchung von Gravitationswellen hat gezeigt, dass, zusatzlich zu den
kurzzeitigen Oszillationen, weitere Effekte durch Gravitationswellen hervorgerufen wer-
den. Hat eine Gravitationswelle einen Detektor passiert, weisen die Testmassen des De-
tektors eine zu ihrem urspriinglichen Abstand verschiedene Entfernung auf. Diese perma-
nente Verschiebung wird als Memory-Effekt bezeichnet und wurde zuerst von Zel’dovich
und Polnarev 1974 in [10] beschrieben. Die Drehimpulse der Quellen tragen nicht nur zur
Form der Gravitationswellen, sondern auch zum Memory-Effekt bei. Dieser Beitrag soll
im Rahmen dieser Arbeit ndher untersucht werden.

Zunéchst miissen jedoch die formalen Rahmenbedingungen geschaffen werden, um einen
sehr komplexen Vorgang, wie die Verschmelzung zweier Schwarzer Locher, beschreiben
zu kénnen. Dazu werden die Quellen als punktférmig und isoliert angesehen. Schwarze
Lé&cher lassen sich sehr gut als Punktmassen beschreiben, da sie im Gegensatz zu anderen
Himmelskérpern in ihrem Aufbau keinen hydrostatischen Zwingen unterliegen. Isolier-
te Quellen gibt es im Rahmen der Allgemeinen Relativitédtstheorie nicht, kdnnen jedoch
durch asymptotisch flache Raumzeiten beschrieben werden [6]. Dabei wird die Gravita-
tionsstrahlung einer Quelle, welche durch den Energie-Impuls-Tensor 7% charakterisiert
wird, von einem Beobachter in unendlicher Entfernung zu dieser Quelle beschrieben. Das
heift der Beobachter nimmt zwar die Gravitationswelle, jedoch nicht die direkte Gravi-
tationswirkung der Quelle war. Dadurch lassen sich die Vorgénge durch den Formalismus
der linearisierten Gravitation beschreiben. Dabei wird von einer flachen Minkowskiraum-
zeit ausgegangen, die nur im Bereich der Quellen eine Stérung aufweist, welche jedoch
weit genug vom Beobachtungspunkt entfernt liegt, sodass der Beobachter sich in keiner
gestorten Raumzeit befindet. Durch Lisen der linearisierten Einsteingleichung wird die
Kriimmung des Raumes, durch die Figenschaften der Quellen, also des Energie-Impuls-
Tensors, ausgedriickt. Schlieflich kann mit der geodétischen Abweichungsgleichung das
Verhalten von Testmassen ebenfalls auf die Figenschaften der Quellen zuriickgefiihrt wer-
den.



2 Energie-lmpuls-Tensor fiir Punktteilchen

Die Quelle der Gravitationsstrahlung wird durch den Energie-Impuls-Tensor 7% be-
schrieben. Im Folgenden werden Quellen, bestehend aus Punktteilchen, betrachtet, welche
an einem einzigen Punkt miteinander in Wechselwirkung treten. Die Dauer der Oszilla-
tionsphase wird somit unendlich kurz und statt einer realen Gravitationswelle, wird ein
Gravitationsstrahlungpuls betrachtet. Diese Vereinfachung ist fiir die Beschreibung des
Memory-Effekts unproblematisch, da dieser ohnehin die permanente Veriinderung der
Raumzeit weit vor und weit nach der Passage der Gravitationsstrahlung beschreibt und
unabhéngig von der Oszillationsphase ist.

2.1 Allgemeine Form des Energie-Impuls-Tensors
Zur besseren Vergleichbarkeit der Verdnderungen, die die Betrachtung der Drehimpulse

der Quellteilchen mit sich bringt, werden die Fille mit und ohne Drehimpuls separat
betrachtet.

2.1.1 Teilchen ohne Drehimpuls

Folgender Energie-Impuls-Tensor beschreibt den Vorgang von k einlaufenden und !
auslaufenden Teilchen, welche keine FEigenrotation aufweisen.

0 ;] @
T“b Z / a (:L’—%é Ta) —1—2 dTpau )54 575—76(7'6)) , (2.1)
=1 B=17

mit den Impulsen p*, Geschwindigkeiten u®, Weltlinien v(7) und 7 der Eigenzeit, der
jeweiligen Teilchen, sowie der vierdimensionalen Dirac-Funktion §%.

Zunichst soll {iberpriift werden, ob die Energie-Impuls-Erhaltung, also V,7% = 0, fiir
diesen Tensor gegeben ist. Dazu muss das Skalarprodukt mit einer beliebigen Testfunktion
fo(x) verschwinden. Zur besseren Ubersicht werden die Weltlinien der Teilchen verkiirzt

mit Yo = Ya(7a) notiert .
E 0 1
Z/d (@u?) 54 (x +Z/] (2.2)
%) 0

a=1_" B=1

(VT fy) = / &' fy(2)Va
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Zunichst wurde partiell integriert und die Tatsache ausgenutzt, dass zwischen den Im-
pulsen p* und Geschwindigkeiten u® der Zusammenhang p® = mu® gilt, wobei m die
Masse der Teilchen ist, wodurch die Geschwindigkeiten und Impulse vertauschen und die
Symmetriesierung ausgefiihrt werden kann. Anschlieflend wurde der verbleibende Inte-
grand in eine totale Ableitung iiberfiihrt, die Geoditengleichung u®V,p? = 0 ausgenutzt
und die Integrationsgrenzen der zweiten Summe vertauscht.

Unter der Annahme fj,(7(0)) # 0, welche gerechtfertigt ist, da fiir eine beliebige
Testfunktion gilt, folgt direkt

k l
D Pa=D 15 (2.6)
a=1 ps=1

Die Divergenz des Energie-Impuls-Tensors verschwindet also, wenn die Summe der Impul-
se aller einlaufenden Teilchen gleich der Summe der Impulse aller auslaufenden Teilchen
ist.

2.1.2 Teilchen mit Drehimpuls

Werden Teilchen betrachtet, deren Drehimpuls nicht verschwindet, so muss dies im
Energie-Impuls-Tensor beriicksichtigt werden. Es erweitert sich damit (2.1) um jeweils



einen Summanden fiir die ein- und auslaufenden Teilchen

k
T (z Z/dTp(“ b4 (x — - Ve /dTSC“ Hr —7a)
a=1
(2.7)
1 oo [e.e]
+Z/d7’p(ﬁau?54(mvg) Vc/dTS( )54(30775)
B=1} 0

wobei S der Drehimpulstensor ist.

Es soll nun wieder V,7% = 0 nachgewiesen werden, wobei das Vorgehen analog zum
drehimpulslosen Fall ist und die partielle Integration nicht mehr explizit ausgeschrieben
wurde. Zu beachten ist, dass im Drehimpulsterm einmal mehr partiell integriert werden
muss, um alle Ableitungen auf die Testfunktion wirken zu lassen.

k 0
(VT f,) = §;/ [/MVM@M&%%rw)

B (2.8)
0 !
+ /dTvcvafb( )Seul)ot (@ —na)| =D . 20
e =1

Zunéchst werden wieder die rdumlichen Integrale ausgefiihrt, die Symmetriesierung aller
Indizes explizit ausgeschrieben, sowie die Integrationsgrenzen der auslaufenden Teilchen
vertauscht

>

a=1_"

dr

S | Valv()pit, + Vafs(a)pbs

8\..0

(2.9)
0

l
d
VeV fo(0) S5+ VoV folra) S50 | = Z / ;T

Wird der Drehimpuls berticksichtigt, verschwindet im Allgemeinen die Geodétengleichung
nicht, sondern es gelten die folgenden Ausdriicke, wie sie Papapetrou 1951 formulierte [4].
Die Geodéatengleichung lautet

uVapp = %Rabcds(:dua- (2.10)
Mit der Spinprizession

uVS% = ptub — pPus, (2.11)
ist der Impuls gegeben durch

P = mu® + uV.S%uy, . (2.12)



Des Weiteren wird die Definition des Riemanntensors durch die Antisymmetrisierung
kovarianter Ableitungen verwendet, worauf im Kapitel nédher eingegangen wird.

1
V[aVb]Xc = ERabchd (213)

Nun wird in (2.9) die Antisymmetrie des Drehimpulstensors ausgenutzt und gemaf (2.13))
die Ableitungen im letzten Summanden vertauscht.

k
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k 0
Z / dQT|:Ua 2fb(7a)pa +V fb(va) aCb>

(2.18)

l
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I 11

Die Terme I und II, welche Riemanntensoren beinhalten, werden wie folgt umgeformt.

1
[+1=— fb(’ya)RadeSCdua +fd(’ya) (iRcbad + Rcabd) SaCbuaa (219)
b—d,d—b
d 1 chb, a
:f (704)( — Radep + ERcbad + Rcabd) SaTuq (2.20)
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2 SN~
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d 1 chb, a
=f (%)5( — Rebad + Reaba — Rbacd) St (2.22)
d 1 ch, a
:f (7@)5 ( Rbcad + Rcabd + Rabcd ) Sa Uq (2.23)

=0

Zunichst wurde eine Indexumbenennung in (2.19) vorgenommen, um anschlieffend in
im ersten Summanden die Symmetrie des Riemanntensors, Rupeq = Redap, auszu-
nutzen. In wird die Antisymmetrie des Drehimpulstensors, S® = —S% in Verbin-
dung mit einer Indexumbenennung ausgenutzt und in erneut die Antisymmetrie
des Riemanntensors in den ersten beiden Indizes, fiir den ersten und dritten Summanden
zu Hilfe gezogen.

Nun steht in die erste Bianchi-Identitit, wodurch sich nach Ausfithrung des
verbleibenden Integrals, schliefflich zu

k

S 2£,(1(0)pa’ + Vefs(1(0)Sa = Z2fb Nps” + Vefo(1(0)S5"  (2.24)

a=1

ergibt. Daraus ldsst sich unabhéngig voneinander die Impuls- und Drehimpulserhaltung
ableiten. Die Impulserhaltung folgt, indem einmal eine Testfunktion f, gew#hlt wird,
welche im Ursprung nicht verschwindet, f(7(0)) # 0, ihre Ableitung jedoch im Ursprung
verschwindet, V. f,(v(0)) = 0.

k l
Zpab = Zpgb (2.25)
a=1 ps=1

Fiir die Drehimpulserhaltung wird eine Testfunktion f; gewdhlt, deren Ableitung im
Ursprung nicht verschwindet, V.f;(7(0)) = 0, die Funktion selbst jedoch verschwindet,



f(7(0)) = 0, somit ergibt sich

ZS cb ZS b (2.26)

Dies ist gerechtfertigt, da die Beziehung fiir beliebige Testfunktionen gelten muss.

2.2 Spezialfall Minkowskiraum

Im flachen Raum vereinfachen sich die vorangegangenen Rechnungen, da der Rie-
manntensor verschwindet, wodurch ebenfalls die Geodétengleichung verschwindet, also
u®Vop® = 0 gilt. Der drehimpulslose Fall ist identisch zu und Folgende, da dort be-
reits die gleichen Zusammenhénge fiir die Impulse gelten, ndmlich p® = mu®, vergleiche
und , fir S° = 0.

Fiir drehimpulsbehaftete Teilchen ergibt sich aus folgende Rechnung, wobei eben-
falls die partiellen Integrationen bereits ausgefithrt wurden.

(VoI f) = Z/d4 [/dTVafb( P ul) 6t (@ — va)

(2.27)
0 l
+ / A7 Vo Ve fi(2) S0 64 (2 — 'ya)] - Z e
e a=1

k 0
T
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a=1_"
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=0

-

— Vefo(Ya) Ul VoS
N’ 511

(=R17)

Va (2()ph + Vefla) SE)

é\o
o) &

l
|
—2f Oluvapa .=0
» ] >

=0 B=1



k

> fo(v(0)ph + %chb(fy(o))ggéb _

O + 5V O)SE (230
a=1 B

MN

1

Zunichst wurden die Symmetrisierungen ausgefiihrt, die Antisymmetrie des Drehimpul-
stensors, sowie die Symmetrie der kovarianten Ableitung im Minkowskiraum ausgenutzt
und ein Drehimpulsterm in eine totale Ableitung iiberfithrt. Anschliefend wird die Glei-
chung der Spinprézession ausgenutzt und der verbleibende Term in eine totale Ableitung
iiberfiihrt.

Wie im allgemeinen Fall ergibt sich durch geeignete Wahl der Testfunktion f, die Impuls-
und Drehimpulserhaltung separat.

3 Linearisierte Gravitation

Da in der Allgemeinen Relativititstheorie selbst das Zweikérperproblem nicht ana-
lytisch 1sbar ist, miissen geeignete vereinfachende Annahmen getroffen werden. Weit
verbreitet ist die Methode, die Feldgleichungen der Allgemeinen Relativitdtstheorie zu li-
nearisieren. Dies bedeutet, dass eine Losung betrachtet wird, welche sich durch eine kleine
Storung einer bekannten stationdren Losung darstellen ldsst. Alle zur Behandlung eines
konkreten Problems benétigten Entitdten werden dann bis zur linearen Ordnung der St6-
rung entwickelt. Von Interesse ist dabei die neue Struktur der Raumzeit, genauer, wie sich
die Kriimmung des Raumes durch die Stérung dndert. Dazu werden aus der linearisierten
Metrik zunéchst die resultierenden linearisierten Christoffelsymbole bestimmt. Aus die-
sen wiederum l&sst sich der linearisierte Riemanntensor berechnen, welcher schlussendlich
durch Verjlingung den linearisierten Riccitensor und somit die linearisierten Einsteinglei-
chungen liefert.

3.1 Storung der Minkowskimetrik

Der Raum in welchem sich die Gravitationswellen ausbreiten, soll einem Minkowski-
raum entsprechen, welcher lediglich im Bereich der Quelle eine kleine Stérung aufweist.
Die Metrik soll von einem reellen Parameter s abhidngen, nach welchem bis zur ersten
Ordnung entwickelt wird und alle Terme quadratischer oder héherer Ordnung vernach-
lassigt werden, da die Storung klein, im Sinne von s < 1, sein soll. Die Storung 7, wird
aus der Metrik g, nach dem Schema

0
Yab = %gab(s) 0 (31)

10



gewonnen. Die linearisierte Metrik wird dann aus der ungestorten Metrik gqp(s = 0) = 1gp,
welche hier der Minkowskimetrik entspricht, und der zunéchst nicht ndher bekannten
Storung 74, zusammengesetzt

Gab = MNab + Yab - (32)

Die Inverse g% lisst sich aus 1) und der Forderung, dass sie ebenfalls aus der inver-
sen Minkowskimetrik 7® und einem inversen Storterm 7% zusammengesetzt sein soll,
bestimmen.

!
1= g%ge = (1™ £9) (Mhe +Yoe) = 1" Mbe +1" Ve £ Y Nbe £ 700
1 0(s2)
= s

= g¥=n"—-n (3.3)

Der Ubergang zwischen ko- und kontravarianten Indizes wird mit der ungestérten Min-
kowskimetrik 7,4, vollzogen, da anderen Falls die linearisierte Ndaherung verlassen wiirde.

3.2 Linearisierte Christoffelsymbole

Die Christoffelsymbole einer pseudo-riemannschen Mannigfaltigkeit mit Levi-Civita-
Zusammenhang V, lassen sich fiir eine lokale Karte durch die Metrik gq; ausdriicken. Es
gibt zwei Arten von Christoffelsymbolen

1
LCape = 5 (abgca + acgba - &ngc) (34)
a 1 ad
be = 59 (9v9ca + Ocgba — Dage) - (3.5)

werden als Christoffelsymbole 1. Art und als Christoffelsymbole 2. Art bezeich-
net. Sie sind zwar keine tensoriellen Grofen, lassen sich jedoch mit Hilfe der Metrik, was
bereits aus obigen Gleichungen ersichtlich ist, ineinander {iberfithren I'}, = T gpe. Aus
der Symmetrie der Metrik folgt, dass die Christoffelsymbole in den letzten zwei Indizes
symmetrisch sind T'gpe = Lacp-

Um die linearisierten Christoffelsymbole aus der gestérten Metrik g, zu gewinnen, bietet
es sich der Einfachheit halber an, zunéchst die Christoffelsymbole 1. Art zu verwenden.
Es wird die linearisierte Metrik in unter Verwendung von (3.1)) eingesetzt und
bis zur ersten Ordnung nach s entwickelt. Die kovariante Ableitung von 7y, wird mit V,
und die linearisierten Christoffelsymbole mit 0T notiert.

9
s

_ 01
~ 0s2

s=0

5Fabc = Fabc(s)

(vcgba(S) + vbgca(S) - vagbc(5)> (36)

s=0
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10
= 587 (vc (nba + S’Vba) + vb (nca + SFYca) - va (nbc + SrYbC)) + 0(82):| (37)
S s=0
_19 \% \% \% \% \% \%
=959 ( eMba + Villca — a77bc> +s ( Yoa + VoYea — a’ch)
(3.8)
+0()]
s=0
1
= 9 (vc'yba + ViYea — va'ch) (3'9)

In der Allgemeinen Relativitatstheorie ist es {iblich mit den Christoffelsymbolen 2. Art
zu arbeiten. Diese lassen sich mit der Konvention, dass Indizes mit der Minkowskimetrik
Nab gesenkt bzw. deren Inverse gehoben werden, aus (3.9)) einfach bestimmen

1
0T, ==

277ad (VC’de + VpYea — Vd’ch) : (3.10)

3.3 Linearisierter Riemann- und Einsteinsteintensor

Der Einsteintensor G, und die Einsteingleichungen
1
Gap = Rap — §gabR =811y, (3.11)

mit dem Riccitensor Ry, und dem Kriimmungsskalar R, sollen ebenfalls bis zur ersten
Ordnung des Parameters s der Metrik entwickelt werden. Der Riemanntensor ist fiir einen
Zusammenhang V iiber folgende Beziehung definiert

Rpwq = VoViyze — ViVate. (3.12)

mit einer beliebigen 1-Form x..
Unter Verwendung der Transformationsformel, welche kovariante Ableitungen ineinander
iiberfiihrt,

" b1...bn _ !/ bl..‘bn b1 dbg...bn bQ b1db3..‘bn
vaT Cl1...Cm _vaT c m—l_radT m+radT

...C 1...C c1...c C1...Cm

+ ...+ Dbn To1--bnad

C1...Cm
(3.13)
o Fd Tbl...bn . Fd Tbl...b"

acy dea...cm acg cides...cm

d b1...bn,
T T Facm c1...Cm—1d

lautet der Riemanntensor beziiglich einer lokalen Karte

R bcd = 78(11150 + FZCFge + abrgc - cmrge (314)

a
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und beziiglich einer beliebigen kovarianten Ableitung V,
Ryt ==Vl + VI . (3.15)

Aus 1} ergibt sich der linearisierte Riemanntensor 5Rabcd mit den linearisierten Chri-
stoffelsymbolen zu

OR " = — Va0, + VT, . (3.16)
Da der Kriimmungsskalar und der Riccitensor Kontraktionen des Riemanntensors sind

R=g"Ray = g®R,,° (3.17)

acb >

lassen sie sich durch die Christoffelsymbole darstellen. Fiir die kovariante Ableitung V,
der Minkowskimetrik 7, ergibt sich der linearisierte Riccitensor gemés (3.17) und (3.10)),
sowie der Tatsache, dass 7, kovariant konstant V.., = 0 ist, zu

1
6Rap = ORoes” = 51 ( = VaVepa + VaViiea = VaVatTer + VeVatoa

2
(3.18)
+ vcvb'Yad - chd'yab)
1

= 5 (= YVt + VVae + VViae = VoV ) (3.19)

Fiir den linearisierten Kriimmungsskalar ergibt somit
SR = —V, V9 + VOV . (3.20)

Die linearisierte Form der Einsteingleichung
1

0Gap = 6 Rap — igab(SRa (321)

mit dem linearisierten Riccitensor (3.19) und linearisierten Kriimmungsskalar (3.20]), lasst
sich durch Einfiithren einer neuen Groéfe hgp, definiert {iber

1
Yab = hab - §nab776dhcd> (322)

sehr kompakt schreiben. Durch die Wahl der Eichung V®hy, = 0, vgl. [1], vereinfacht sich
der linearisierte Riccitensor und es lasst sich schliefslich fiir den linearisierten Einstein-
tensor

§Glap = —%chchab = 81T (3.23)

schreiben. Die zunédchst unbekannte Storgréfe v, der Metrik lisst sich nun also durch
den Energie-Impuls-Tensor Ty, mit Hilfe der Formeln (3.23)) und (3.22)) bestimmen.
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4 Geodatische Abweichung

Von praktischem Interesse ist das Verhalten von Testmassen unter dem Einfluss von
Gravitationsstrahlung. Da sich frei fallende Testmassen per definitionem in einer Raum-
zeit auf Geodidten bewegen, eignen sie sich um die geoditische Abweichung zu ,messen®.
Im flachen Raum entsprechen Geodéten Geraden. Durch die betrachtete Stérung v,p der
Minkowskimetrik 7., ergeben sich, wie im vorherigen Kapitel gezeigt, nicht verschwinden-
de Komponenten des Riemanntensors und somit eine Kriimmung der Raumzeit, welche
sich durch Relativbewegungen der Testmassen dufert. Definiert man einen Vektor z?, der
zwel Testmassen verbindet, lasst sich durch dessen Zeitableitungen, analog zur klassischen
Mechanik, eine Geschwindigkeit v®, mit welcher sich die Testmassen relativ zueinander
bewegen, und eine Beschleunigung a® definieren. Diese Groéfsen werden jeweils von ei-
nem Beobachter im Ruhesystem einer Testmasse gemessen und geben an, mit welcher
Beschleunigung die anderen Testmassen relativ zum Beobachter beschleunigt werden. Im
Sinne einer Kraft erfihrt jedoch keiner der Beobachter im Bezugssystem jeder Testmasse
eine Beschleunigung.

Formal wird eine einparametrige Gruppe von Geodéten ~ys betrachtet, sodass der Verbin-
dungsvektor z eine infinitesimale Grofe ist, vgl. Abbildungl[l] t* bezeichnet die Tangente

Y,

Abbildung  1:  Zwei
4o Geodédten einer Schar
mit Parameter s, Ver-
bindungsvektor z* und

i Tangente t°

der jeweiligen Geodéte und die Geschwindigkeit v* ergibt sich als einfache, die Beschleu-
nigung a® als zweifache Richtungsableitung von z® entlang ~s

a® = t°Veu = t°V (' Vy2?) . (4.1)

14



Durch eine affine Parametrisierung der Geoddten wird erreicht, dass die Vektorfelder x®
und t¢ vertauschenﬂ namlich

'Vt = 2PVt (4.2)
Mit Hilfe dieser Beziehung, lisst sich die geodétische Abweichung wie folgt ausdriicken.
a® =t°V, (tbva“)
= t°V(2"Vyt?)
= (t°Vea®) (Vit?) + 2"V Vit
B A B Loy 19) (V419) + 22OV, Vot + Ryogtaltct? (4.3)
-

b—c,c—b

= l’cvc (thbta) _|_Rde(1:L,thtd
=0

— RdeCLLEthtd

Die geodatische Abweichung ist also vollstéandig durch den Riemanntensor bestimmt. (4.3))

wird auch als Jacobigleichung bezeichnet. Obiger Ausdruck lésst sich durch die Form der
Tangenten t* = (1,0,0,0) im Ruhesystem der Testmassen weiter vereinfachen.

82 a a,.b
(&EO)Qm = Rypo'x (4.4)

Um das Verhalten der Testmassen zu beschreiben, sind also nur die Komponenten des
Riemanntensors relevant, welche in jedem Block einen zeitlichen Index tragen.

5 Asymptotisch flache Raumzeit

Damit die Betrachtung von isolierten Quellen, wie sie im Kapitel 2] beschrieben wurden,
gerechtfertigt ist, werden asymptotisch flache Raumzeiten zur Beschreibung der Phino-
mene benutzt. Die Idee einer isolierten Quelle ist, dass fiir einen unendlich entfernten
Beobachter die Quelle nicht wahrnehmbar ist. Fiir Quellen eines Gravitationsfeldes, be-
deutet dies, dass die Raumzeit, welche ein unendlich weit entfernter Beobachter wahr-
nimmt, einer Minkowskiraumzeit entspricht, das heifst die Raumkriimmung ist null. Dieses
Konzept lasst sich erweitern, indem die Forderung, dass die Raumkriimmung im Unendli-
chen verschwindet, abgeschwicht wird und lediglich gefordert wird, dass die Einsteinglei-
chung durch eine stationire Losung beschrieben werden kann. Asymptotisch flache

! Néheres ist in [I] zu finden.
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Raumzeiten entsprechen im Unendlichen also einer stationdren Raumzeit. Die allgemein-
ste stationdre Losung ist die Kerr-Newman-Metrik, fiir elektrisch geladene rotierende
Schwarze Locher. Von grofterer praktischer Bedeutung ist die Kerr-Metrik fiir ungeladene
rotierende Schwarze Lécher.

Bedeutende Arbeit zur asymptotischen Beschreibung von Raumzeiten wurde von Ro-
ger Penrose 1963 [6] geleistet. Formal wird ein Punkt einer Raumzeit .# und dessen
Umgebung im Unendlichen beschrieben, indem die Raumzeit M in eine grofsere Man-
nigfaltigkeit .# eingebettet wird. Die Raumzeit .#, in welcher physikalische Vorginge
beschrieben werden sollen, wird als physikalische Raumzeit und .# als unphysikalische
Raumzeit bezeichnet. Die Einbettung erfolgt durch eine konforme Abbildung €2, sodass
M ein offenes Gebiet von . ist, vlg. Abbildung . Ein Punkt X € 0.4 auf dem Rand

7
A\
.
°

Abbildung 2: Darstel-
lung konformer Unend-
lichkeit nach Penrose [6]

von A , welcher Punkte im Unendlichen représentiert, kann somit als eindeutiger Punkt
in .# behandelt werden. Phinomene im Unendlichen von .# werden in einer Umgebung
von X behandelt. Die Metriken der physikalischen und unphysikalischen Raumzeiten sind
durch die konforme Transformation

Gab = Qanb (51)

miteinander verkniipft. .4 lisst sich aufteilen in Punkte, welche riumlich, zeitlich und
lichtartig im Unendlichen liegen. Der rdumliche Rand von A wird mit I°, der zeitliche
mit /* und der lichtartige mit .#* bezeichnet, wobei die Vorzeichen der zeit- und lichtar-
tigen Rénder den Zukunfts- (4) und Vergangenheitslichtkegeln (—) entsprechen. In dieser
Darstellung der physikalischen Raumzeit .# haben lichtartige Geoditen stets ihren Ur-
sprung in .# ~ und ihren Endpunkt auf .# . Alle zeitartigen Weltlinien entspringen in I~
und enden in I, welche in . je ein einzelner Punkt sind. Alle unendlich weit in der Ver-
gangenheit liegenden Punkte wurden, in Analogie zur stereographischen Projektion, zu
einem einzelnen Punkt I~ zusammen gefasst. Gleiches gilt fiir alle Punkte in unendlicher
Zukunft und unendlicher riumlicher Entfernung, welche zu I bzw. I°, zusammen gefasst
wurden. Je nach Anwendungsfall werden zur besseren Darstellung manchmal die Punkte
I*, ebenso wie I9, nicht als einzelne Punkte gezeichnet, sondern als die Endfliichen eines
Zylinders, vgl. Abbildung [ links.
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6 Retardierte Kugelkoordinaten

In Abbildung [3] wird die Wechselwirkung von Punktteilchen innerhalb des zuvor einge-
fiihrten Penrose Diagramm dargestellt. Betrachtet wird die Interaktion der Punktteilchen
p1 und ps, welche am Raumzeitpunkt S zu p3 verschmelzen. Die Gravitationswellen, wel-
che durch die Wechselwirkung der Teilchen entstehen, breiten sich entlang lichtartiger
Geodéten aus. Zur Beschreibung dieses Vorgangs bieten sich retardierte Kugelkoordina-

Abbildung 3: Visuali-
sierung eines Raumzei-
tereignisses in Bondi-
Koordinaten

ten an, da die Gravitationswellen von einem Beobachter mit Abstand r zum Punkt S,
aufgrund der endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit, namlich der Lichtgeschwindigkeit,
verzogert wahrgenommen werden. Hermann Bondi fithrte Koordinaten ein, fiir welche sich
entlang der Null Geodédten nur eine Koordinate andert, vgl. [7] und [§]. Diese Koordinate
entspricht dem Abstand r des Beobachters zum Ereignis S. Die Zeitkoordinate wird mit u
bezeichnet und steht senkrecht auf r. Somit ist fiir jedes u = const. eine Null-Hyperfliche
definiert, auf welcher sich Licht und insbesondere Gravitationswellen ausbreiten. In Ab-
bildung |3| entsprechen diese Hyperflichen fiir das Ereignis S(u) den Lichtkegeln.

Um im Folgenden alle Vorgénge in den soeben eingefiihrten Koordinaten zu beschreiben,
miissen die zuvor eingefiihrten Entitdten der linearisierten Gravitation in diesen ausge-
driickt werden. Ausgangspunkt ist die Minkowskimetrik in kartesischen Koordinaten mit
folgender Vorzeichenkonvention und dem Linienelement

ds? = —dt? + da? + dy? + d22. (6.1)

Die Matrixdarstellung lautet

100 0
0 100

=10 010 (6.2
0 00 1

17



Zunichst wird in Kugelkoordinaten gewechselt, da die auslaufenden Wellen Kugelwellen
sind. Das Linienelement schreibt sich nun als

ds? = —dt? + dr? + r2s 4 dzAda?B (6.3)

wobei sap die Metrik der Zweisphéare mit den Winkelkoordinaten A ist.
Da die Wellen am Ort des Beobachters verzogert eintreffen, wird zur retardierten Zeitko-
ordinate Gbergegangen. Konkret wird die Koordinatentransformation

u=t—r mit r=22+y2+22 (6.4)
durchgefiihrt. Aus
du =dt —dr, (6.5)
folgt fiir das Linienelement in den transformierten Koordinaten also
ds? = —du? — dudr — drdu + r?s s p dzdz? . (6.6)

In Matrixschreibweise lautet die Minkowskimetrik nun

-1 -1 0 0

—1 0 0 0
Ny = 0 0 , (67)

2
0o o | %AB

sowie deren Inverse

0o -1 0 0

gv_ |1 1 0 o] 63
0 0 .48
0 0

6.1 Christoffelsymbole der Minkowskimetrik

Da nicht mehr in kartesischen Koordinaten, sondern in retardierten Kugelkoordinaten
gearbeitet wird, verschwinden auch nicht mehr alle Christoffelsymbole der Minkowskime-
trik 77, in den retardierten Kugelkoordinaten (u, r, z4). In der im Folgenden verwendeten
Notation, bezeichnet féc die Christoffelsymbole der Einheitszweisphire ssp. Indizes,
welche durch griechische Buchstaben notiert werden, laufen iiber alle vier Koordinaten
(u,r, :CA). Kleine romische Buchstaben notieren lediglich die Koordinaten u und r, grofte
romische Buchstaben, wie bereits angedeutet, nur die zwei Winkelkoordinaten.

Die Christoffelsymbole lauten demnach geméf fiir 1, mit den Matrixelementen aus

(6.7) und wie folgt.

1
onju = 577aﬁ (28u Tug _8,8 T ) =0 (69)
~—~ ~~
=konst.V3 =konst.
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1
I = 577‘*5 ((% g 0 Mug  —08 Mur ) =0 (6.10)
- N —
=konst.V3 =konst.V3 =konst.
1
I = 5770“5 (2& Mg =08 Nrr ) =0 (6.11)
=konst.Vf3 =0
1
uA = §7la6 (3u N4 +04  Nup =08 Nua ) =0 (6.12)
— - —
=unabh. vonu =konst.V3 =0

1 1
rA = 577aﬁ (@« nag +0a nmp  —0p ﬁrA,) - §Uacf9nAc =rn*“sac
=0VB=a =konst.V3 =0 (6.13)

1 1
B BC B
= F?A =0, IY,= ;s SAC = *T(SA

1

Cap =5 0" (aA NBr +0B Nar _8r77AB> =TrsAB (6.14)
2~~~ ~— ~—~

-1 —0 -0
1 —
=30 (8,4 NBa +0B Naa —0a  NAB ) = —Tsap (6.15)
2 ~— ~— ~—
=0 =0 —unabh. vonu

1 1
T'4c = 577AD (8B7ICD + dcnBp — 3DT]BC> = §SAD (538013 + Jdcspp — 3DSBC)

(6.16)

6.2 Linearisierte Christoffelsymbole

Die linearisierten Christoffelsymbole 5Fa,y, welche im Allgemeinen nicht verschwinden
und nicht mit den Christoffelsymbolen der Hintergrundmetrik iibereinstimmen, lassen
sich in den zuvor gewéhlten Koordinaten, vgl. Kapitel [}, ausdriicken. Dazu wird zunéchst
die kovariante Ableitung V, in unter Verwendung von ({3.13) in die gewéhnliche
Koordinatenableitung 9, iiberfiihrt

1
5F‘5"7 = 577&6 (V/ﬂws + Vyvss — V575'y) (6.17)
1 ad € 5 e €
= 3" (36%6 — 3765 = Uasme + Oyv8s — 155726 — T5578¢

(6.18)
— 0578y + g7y + th’%f)
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1
= 5770‘5 (35%6 + Oyvps — 058y — 2F%was> : (6.19)

Damit ergeben sich die linearisierten Christoffelsymbole zu

1
oI, = §?7ad (ab%d + 0cYbd — 8d’ch) (6.20)
a 1 ad [ 1~ 2
0l = 51 (DB’ch +0cVBa — OaYBe — - VBd (3c7°)) (6.21)
1 A .
ol'pe = 577ad (DB’YCd + DcyBa — OavBe + 2rSBCYde (667")) (6.22)
1 .
0T = 577AD (ab’YcD + 0D — DD’ch) (6.23)
A _ 1 ap(p - 2
ol'g. = 3" (DB%D + dcvBp — DpYBe — /DB (3c7’)> (6.24)
A _ 1 oap(p - A ¢
olpc = 3" (DBVCD + Devep — Dpyse + 2rspeype (0 r)) : (6.25)

wobei D A die kovariante Ableitung auf der Zweisphére sap bezeichnet.

6.3 Linearisierter Riemanntensor

Analog zu den Christoffelsymbolen lésst sich ebenfalls der linearisierter Riemanntensor
R,p+s in retardierten Kugelkoordinaten ausdriicken. Aus der allgemeinen Form ([3.16])
ergibt sich nach Transformation der kovarianten Ableitung der linearisierte Rie-
manntensor allgemein zu

0R,5," = —0a0T%, + 0500, +T6,0T%, — T.6T%, —T5,0T%, + 50T, .  (6.26)

Die Komponenten des Riemanntensors lassen sich aus den zuvor bestimmten Christoffel-
symbolen der Minkowskimetrik f.f. und den linearisierten Christoffelsymbolen ([6.20))
f.f. bestimmen. Unter Ausnutzung der Symmetrie des Riemanntensors

Raﬁﬁ/é = _Raﬁ&y = R5a67 = R’y&aﬁ ) (627)

geniigt es sechs Ausdriicke zu berechnen, welche den Riemanntensor vollsténdig charak-
terisieren.

Mit Hinblick auf die nachfolgenden Rechnungen wird der linearisierte Riemanntensor
in eine Form, sodass er ausschlieklich kovariante Indizes tragt, iberfiihrt.

6Rapys = N6 Ropy (6.28)
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Die Komponenten werden wie zuvor in Winkel-, notiert mit grofsen rémischen Buchsta-
ben, sowie radiale und zeitliche, notiert mit kleinen romischen Buchstaben, Koordinaten
ausgedriickt und lauten fiir die gewahlte Karte, geméf (6.26])

5Rabcd :2ndea[bérg]c (629)
=Naen [acama} Ft afa[ﬂb]c} = 00 Yald + 0a0]a Vo) (6.30)
5RAbcd =TMde [za[béri]c + Pic(srzb - ZC(SF%C] (631)

=040V 4 + Dadiavap

X ) (6.32)
+ (%VA[C(@d]T’) + Daypia(9gr) + 8[c\7Ab(8\d}T)>
OR 1 pseq =Nde| 20Ty, + TheTop + TipdThe = THTGs — TadThe|  (6.33)
=DpD aYed + 0Dy a0 + 04D avB).
- A (6.34)
+ [D[A’YB]d(acT) + D[B'YA]c(adT)}
OR.1pca =ie| — DadTic + 0T + Th 0T, — Dol — Do poT | (6.35)
A 1 - 1
=Dcdpyaa + 504 (DA’YbC - ab')’AC) +rsac (iad'?/be + 3[b7e]d) (9°r)
17~ R
+ ~ [ Dievan (9ar) + Diarcia(@br) + darvac (@) (6.36)

1

— 37AC (Opr) (Dar)

OR.15ca =ie [2Dp0T S0 + D055 + TapdThe = ThodTS — T4poThe|  (6:37)
=DpD 47ca + DeDipyag + 9aDiavpc
1. 1. .

+rspe [3[6%1],4 - §DA'7de} (Qar) + rsac [a[d%]B + §DB'Yde} (0°7)  (6.38)
2 .

+ ;D[BVA]C(%?‘) + 250(47B)d + ScpYale (Oar) (0°7)

SRapcp =NDE [D[Bérﬁ]c + T 008, + TE o0 — DL oorE, — rﬁfar;;c} (6.39)
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ZD[BDA]’YCD + ﬁAﬁ[D’YC}B + [)B[)[O'YD}A

+r [SAC (ﬁ(D'YB)e - % e'YBD) — SBC (D(AVD)e - % eVADﬂ (0°r)
(6.40)

N

* % {SBD <ﬁ(fwc)€ B % GVAC) + 3AD< — Dreye + 36730)} (0°r)

+ QSC[A'YB}D + QTZSD[BSA}C’Yef (867') (af’l”) s

wobei, um die Notation iibersichtlicher zu halten, die Aquivalenz D AVbe = OAVpe AUSEE-
nutzt wurde, um die kovarianten Ableitungen D4 auf der Zweisphére ebenfalls durch die
partielle Ableitung 04 auszudriicken, sofern sie auf keine Winkelkoordinaten der Stérung
wirken. Fine ausfiihrliche Berechnung findet sich in Appendix

7 Losung der Einsteingleichung

Wie im Kapitel beschrieben, kann der Energie-Impuls-Tensor mit der Stérung der
Metrik in Verbindung gebracht werden. Im Folgenden wird dieser Zusammenhang fiir die
Félle von nicht rotierenden, sowie rotierenden Teilchen in retardierten Kugelkoordinaten
berechnet.

7.1 Quellteilchen ohne Drehimpuls

Es wird die linearisierte Einsteingleichung V7V, hog = —167T,3, vgl. , geldst,
wobei hqg die spurkorrigierte Stérung der Metrik nach und 7,3 der Energie-Impuls-
Tensor ist. Fiir eine detaillierte Herleitung siehe [1]. Die Rechnung wird zunéchst
mit dem Teilchenimpuls (p'®) = m(1,0,0,0) ausgefiihrt und das Ergebnis anschliefend
durch eine Lorentz-Transformation auf beliebige Impulse verallgemeinert. Um in der No-
tation konsistent zu bleiben, werden gestrichene Variablen in den Koordinaten z’®, in
welchen der Impuls obige Form annimmt, und ungestrichene Variablen fiir Koordinaten
x®, in welchen die Impulse die allgemeine Form (p®) = (F, p1, p2, p3) annehmen, verwen-
det, wobei E die Energie des Teilchens und r = |Z] den Abstand zu einem Beobachter
bezeichnet.

h:)zﬁ = 8/d4:1:// @(t/ . t//)5((t/ o tl/)2 - ||f/ o Q_ZW||2) /dTp/(aU%)(S(CC// o T) (71)
R4 0
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o0

e / dr O — )5((# — 7% — |72ty (7.2)
;
=T g _,/OOds @(5)2% [8(s = 1) + 8(s + 1) | plauy (7.3)
= _/OO % Ot — 5)O(s) [5(3 — ")+ 6(s + r')] Pl (7.4)
= % [@(t’ —)O() + 0 +1) w }p’(aug) (7.5)
>
=12y (7.6)

Die Rechnung wurde nur fiir ein auslaufendes Teilchen aus (2.1)), stellvertretend fiir den
vollen Energie-Impuls-Tensor, ausgefiihrt. Der volle Storungsterm lautet fiir £ einlaufende
und [ auslaufende Teilchen

I
[Z@ u)p o) + Z @(u’)p;(au;ﬁ)} ' (7.7)
j=1

Um das Ergebnis fiir allgemeine Koordinaten zu erhalten, werden aus folgender Trans-
formation die relevanten Komponenten 7’ und ¢ gewonnen.

E _p1 _p2  __p3 t
'I’I’Ila1 m m m
' =Ax = 71@ 1 (7.8)
~m 51] + e png Z2
_%3 T3
E i
7t — R ,
1 E_q 9 t
-tttz + 7( P1°%1 + p1p2x2 + P1p3$3> ",
1
Bt + o + o <P2p1$1 + pa2ag + p2p3$3> $i2
T3

Bt 43 + <p3p19€1 + p3p2x2 + p3 963)

Es ergeben sich nach einer langlichen aber trivialen Rechnung, welche hier nicht gezeigt
wird, 7’ und ¢ zu

E pr F P
r_ =, Pr = _ £
t' = mt - m(u+r) mrcos(@) (7.10)
E — pcos(d 2 p?
Y =r ( Z:n? (©)) . (p Ecos(@)) +u2f;2] , (7.11)
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wobeil pZ = prcos(), mit p = |p], r = |Z|, 6§ der Winkel zwischen Impulsvektor des
Teilchens und Ortsvektor eines Beobachters im euklidischen Raum, und verwendet
wurde.

Um aus die Stérung in den zuvor eingefiihrten retardierten Kugelkoordinaten
zu gewinnen, muss der Impuls p, mit « € (¢, 21,22, x3) 2u po mit « € (u,r, A, B) trans-
formiert werden. Dazu wird der Winkelanteil des Skalarprodukts pZ als eine Kugelfld-
chenfunktion f(Z2) = Zp des Einheitsvektors des Impulses p und 2 geschrieben, sodass
gilt

paz® = —E(u+7) +prf(2). (7.12)

Fiir die Koordinatentransformation des Impulses ergibt sich

Pu = Oy (pocxa) =—-F (713)
pr = 0r(paz®) = —E + pf(2) (7.14)
pa = 0a(paz®) =prDaf(2). (7.15)

Daraus lassen sich die Komponenten von hqg eines auslaufenden Teilchens geméf (|7.7))
bestimmen, wobei nun das Argument der Funktion f nicht mehr explizit notiert wird
und p* = mu® verwendet wurde.

B = ig(f‘/)ﬁﬁ (7.16)
m T
By = ;i@fff,) <E2 —Ep f) (7.17)
_ 40() 2
by = — = (pf - E) (7.18)
hua = —i@(UI)EprDAf (7.19)
m 7"
hra = :195 W) <p27'fDAf - Epr)Af) (7.20)
hap = iefjl) 22 (ﬁAf) (ﬁBf) (7.21)

Nach der Riicktransformation (3.22) lauten die Komponenten der Stérung .z

o = ;@;y (B2 + 1272+ p25"% (Daf) (D5 ) ) (7.22)
Yo = O (oppg B4 2 40 P (Daf)(Dsf)) (729)
Yrr = hrr = T%L@( <E2 - 2Epf +p f ) (7'24)
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o ~
= haw = = 28, (BpDag) (7.25)
Yar = har = ég(lf )T<p2fl5Af - EPDAf> (7.26)
m T
YAB = 4 @(u, )7"2 (EQSAB —p*f2sap +20*(Daf) (Dsf)
m 2r
(7.27)
— p?saps“P(Def) (DDf)) :

Unter Ausnutzung der Beziehung s45 (D A f) (D Bf ) = 1— f? fiir Kugelflichenfunktionen
vereinfachen sich vy, Yur und y4p zu

_20()
Yuu = E o (E2 +p2) (728)
Yur = :l@g) (E2 +p? — 2Ep f) (7.29)
YAB = 5195?/)742 (2]02 ([)Af) (ﬁgf) +m28,43> ) (7.30)

Damit kann nun .4 in Potenzen von I entwickelt werden. Dazu wird die Wurzel im

Term %, vgl. 1} in % entwickelt. v/ wird analog zu 1' aus den Ausdriicken (|7.10])
und (7.11)) gebildet.

1 1] m u\ mp(p— Ef)  ru\2 2mp?(p — Ef)° — mPp*(1 — f?)
- (E_m‘(r)wﬂr) 2(E - pf)’ .
7.31

()]

u’ :g(u—i-r) - flrf—r(E_mpf) ll—i— (%) ]m

(7.32)

un2 m2p2(1 — f2 un 3

* (?) 2(29E(_1pf)4) +O(?> ]

m uy mp? (1 — f2 u 2

e () 5y o) o

Die Komponenten des Stérungsterms, bis zur Ordnung O(r~2) entwickelt, lautet fiir ein
auslaufendes Teilchen

Yo = 2@7@ (E2 +p2)

U —FEf w\ 2
GRS ?g - pf)z’ =) ] o
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~ 20(u) 1 U p(p—Ef) w2
Yur = =, (B2 7 — 28/ E=pp) (7) e o(3) ] (7.35)
_ 40(u) uy\ p(p— Ef) w2
Yrr = r (E _pf) - (;) m + O(;) (7'36)
B . 1 up(p—Ef)
TuA = _4@(U)EP(DAf) |:(E. —pf) - ; (E fpf)?)
(7.37)
(RO BN R oy
r 2(E —pf)° r
Yra = —40(u)p(Daf) [1 - :]m
(7.38)

u22—f2—m22 _f2 U3
() ) o)

Warum es geniigt die Komponenten v4p der Stérung nur bis zur Ordnung O(1) in r~!
zu entwickeln, wird spater bei der Berechnung des Riemanntensors klar werden.

1 _gp(p—Ef)
E—pf 7”(E—pf)g

YAB = 2@(u)7“(2p2 (ﬁAf) (DBf) + m23,43>

7.2 Quellteilchen mit Drehimpuls

Fiir drehimpulsbehaftete Teilchen gleicht die Rechnung fiir die Terme, welche keine
Drehimpulsbeitriage beinhalten, dem drehimpulslosen Fall, sodass im Folgenden nur die
Rechnung iiber Terme, welche im drehimpulslosen Fall nicht auftreten, ausgefithrt wird,
vergleiche dazu die Energie-Impuls-Tensoren und . Die vollen Ausdriicke der
Komponenten der Stérung, unter Beriicksichtigung der Drehimpulse der Quellteilchen,
ergeben sich durch eine Addition der spurkorrigierten Stérung h,g des drehimpulslosen
Falls und den im Folgenden berechneten Termen h(spin)a 5 Der Drehimpulsanteil der

Storung wird, wie zuvor im Kapitel zunéchst mit dem Impuls p’ = m(1,0,0,0)
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berechnet und die Rechnung wieder nur fiir ein auslaufendes Teilchen ausgefiihrt.

Blainy = =8 [ dla” O = 03(¢ ~ 1 = 17 - 2|
R4
N (7.40)
: V’l'y/d’T S’W(aulﬂ)é(m" —7)
0
=857y [ at” [arvsfe - s - - |7 - 7P)
R4 0 (741)
02" = 1)
— 85" s / dr v, ot = n)s((t' — )2 - |]?) (7.42)
0
o0
=857 'y [ dr (88— )6~ 1~ 1)
0 (7.43)
+ Ot~ 7)Y — 1) =)
— 85" W / dro@ — L5 -2 - )] z (7.44)
(@ h) dr t'—7)
0
T eme —r) d .
= 85/7(0[7,6,5).%; / dT TE(S((# — T) — ’l“l ) (745)
s=t'—7 QY / / G(t, — 5)@(5) i 2,02
= 85 U gy / ds . dsé(s %) (7.46)
o
o o o
45 g, | a0 [AZ2O0) O 93 _ O = oty
S S S
oo (7.47)
. S(s—r")+d(s+1r")
2r!
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= 4S/W(au/5)$ r - r + r!
(7.48)
O +t)s(—r") OF —r)e@’) e +t)e(-r)
- r! - r/3 r/3
o
= 45’7(0[1/5)!%7:/3) (74:9)

Nach Ubergang in ein globales Inertialsystem mit retardierten Kugelkoordinaten, vgl.
Kapitel [6] ergibt sich analog zum drehimpulslosen Fall die spurkorrigierte Stérung, wel-
che in Potenzen von 7 entwickelt wird, aus den Gleichungen und .

Im Allgemeinen ist fiir ein rotierendes Teilchen der Impuls nur im Ruhesystem des Teil-
chens tangential zu seiner Weltlinie, vgl. . Dies bedeutet, dass das Massenzentrum
beobachterabhéngig ist. Wird mit dem Massenzentrum der Aufenthaltsort identifiziert,
ist dieser nicht eindeutig festgelegt. Um ein eindeutig bestimmtes System zu erhalten,
miissen also weitere Bedingungen an den Drehimpuls gestellt werden. Es existieren ver-
schiedene Zusatzbedingungen, ein Uberblick iiber die Eigenschaften der verschiedenen
Bedingungen ist in [16] gegeben. Diese Hilfsbedingungen wéhlen gewisser Mafen eine
Weltlinie eines Beobachters aus und legen diese, als die fiir dieses Teilchen assoziierte
Weltlinie, fiir alle Beobachter fest. In dieser Arbeit wird der Bedingung

SPps =0, (7.50)

nach Tulczyjew und Dixon gefolgt.
Des Weiteren wird ein Drehimpulsvektor S;% = (S,-U, SZ-) eingefiihrt, welcher definiert ist
durch

1
Siap = Eﬁa/jy&pﬂsid (7.51)

wobei €qgy5 = \/—det(g) eapys der vollstdndig antisymmetrische Tensor mit 48,5 = 1
ist. Der Drehimpulsterm fiir ein auslaufendes Teilchen lautet nach diesen Schritten

(C] . 3 3m3p(p — Ef
= —477,%%@&?55 Py | g (g) Smplp— Bf)

Pspin ——3
(sp )aﬁ (E_pf)3 (E—pf)5

r

(7.52)
+0 (1;)2] .

Ist der Drehimpulsvektor eines Teilchens in dessen Ruhesystem gegeben, wird dieser
durch eine Lorentz-Transformation in ein beliebiges Inertialsystem iiberfiihrt. Sei S’® der
Viererdrehimpulsvektor im Ruhesystem, so bestimmt sich der Viererdrehimpulsvektor 5S¢
im transformierten Koordinatensystem geméf

E p p ops 50
a a 18 ﬁ " " " Sll
Y — A, 87 = | m E_4 7.53
A By 6ij + 2 pip; 5 (7.53)
p3 SI3
m
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Aus der Bedingung?|
S%%, = —ES°+ Sp=0, (7.54)

folgt mit (p'*) =m(1,0,0,0) fiir §’% = 0. Dies in 1’ eingesetzt, liefert

4
S+ Sty (pS 150
Sa = 12 p—l Sar - all m_pl 3 . (755)
S+ Wpﬁpg pS S+ %p(pS)

3 -1 —d
S” + L ps (Y

Es kann gezeigt werden, dass der Winkel zwischen dem raumlichen Drehimpulsvektor im
Ruhesystem des Teilchens S und der Boostrichtung gleich dem Winkel zwischen Drei-
erdrehimpulsvektor und Impuls im Koordinatensystem eines bewegten Beobachters ist.
Dazu wird das Skalarprodukt des rdumlichen Anteils des Drehimpulsvektors S aus
mit dem Dreierimpuls p des Teilchens gebildet. Ebenfalls wird die Lorentz-Invariante S
eingefiihrt, welche das Lingenquadrat des Viererdrehimpulsvektors bezeichnet

S? = 528, . (7.56)

S’ bezeichnet den normierten Richtungsvektor des Dreierdrehimpulsvektors im Ruhesy-
stem und p den normierten Richtungsvektor des Dreierimpulses. Das Skalarprodukt des
raumlichen Teils von (7.55) mit dem Dreierimpuls des Teilchens lautet damit

Sp= (5’ +(v—1) (155’)13) — ~Sph(2), (7.57)

wobei |§'| = S ausgenutzt und die Funktion h(2) = §'p eingefiihrt wurde. Wird im
Ruhesystem des Teilchens ausgewertet, so ist ersichtlich, dass sich ,S_"ﬁ und S’ o lediglich
durch den ~v-Faktor des Teilchens im bewegten Bezugssystem unterscheiden.

Fiir die folgenden Rechnungen, miissen die Komponenten des Drehimpulsvektors ebenfalls
in Bondi-Koordinaten ausgedriickt werden. Analog zur Transformation der Impulse
f.f., geschieht dies geméf

Soc = 0a(8°25) = 0 (S°(—w—7) + §7) , (7.58)

wobei analog die Funktion g(2) = S eingefithrt wurde, die aus dem Skalarprodukt des
dreidimensionalen Einheitsvektors des Drehimpulses S und dem Einheitsortsvektor # ei-
nes Beobachters gebildet wird. Im folgenden wird das Argument von g(Z) nicht mehr
explizit notiert und |S| = S verwendet. Die Komponenten des Drehimpulsvektors S¢ in
Bondi-Koordinaten lauten somit

SU =nuag, =S, =8%—8qg (7.59)

2 Dies folgt aus der Bedingung , hier in abstrakter Indexnotation, S*®p, = 0. Wird
umgeschrieben zu S* = %e“deprdc und wieder in eingesetzt, so ergibt sich die Bedingung
%pbsb = 0, welche offensichtlich im Ruhesystem des Teilchens mit p* = (m,0,0,0,) erfiillt ist. Fiir
beliebige Bezugssysteme mit Teilchenimpuls p® folgt also S*p, = 0.
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S"=n""S, = —-S,+ S, =Sy (7.60)
1 -
SA =pABsp = ;SDAg. (7.61)

Fiir die folgenden Rechnungen ist es sinnvoll die Winkelkomponenten des Drehimpuls-
vektors in eine Form, unabhéngig von r, zu {iberfithren. Diese Komponenten werden mit
S4 notiert und der Wechsel zwischen Ko- und Kontravairanz der Indizes erfolgt mit der
Metrik der Einheitszweisphére s4p E]

5S4 = SD4y (7.62)

Aus ([7.54) ldsst sich fiir die Komponenten des Drehimpulsvektors in Bondi-Koordinaten,
mit Hilfe von (7.13)) f.f., folgender Zusammenhang gewinnen.

_E R
S = S“(E_pf> +SAEzirpf(DAf) (7.63)

Damit lassen sich die Komponenten des Riemanntensors ausschlielich durch die Drehim-
pulskomponenten S* und S4 darstellen.

Die Komponenten des Ortsvektors einer Beobachterin, wie er in ([7.49) auftritt, lautet
gemdf

To = —%&Y (2ur + u2) (7.64)
in Bondi-Koordinaten
Ty =—(u+r) (7.65)
Ty = —U (7.66)
xa=0. (7.67)

Explizit lauten die Komponenten des Drehimpulsanteils der spurkorrigierten Stérung fiir
ein auslaufendes Teilchen in Bondi-Koordinaten

E JUSR
hspin), =~ 5 eanS” (D F) +0(5) (7.68)
P(E—pf).  ap(p u
h(spin)mq = _§T€ABSB (DAf) + O(ﬁ) (769)
R R 2
h(spin)rr = H%F(E _pf)éABSB (DAf) + O(%) (770)

3 Es sei auf die sehr dhnliche, jedoch konfliktfreie Notation des Drehimpulstensors Sa s, des Drehimpuls-
vektors S%, die Darstellung des Drehimpulsvektors auf der Einheitszweisphére SA, dem Betrag des
Viererdrehimpulsvektors S, dem dreidimensionalen Drehimpulsvektor S und dessen Betrag S, sowie
der Metrik der Einheitszweisphére sap hingewiesen.
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P(spiny 4 = _g{ : €AB (EpS“ (DBf) ~E(E - pf)SB>

—€
r

+ %€AB [((Epf + 3Ep(pEf)>5'B

E—pf
B (p— ) (7.71)
T 3Ep”(p — u) B :|
— | EpS"+ ———==S" ) (D7 f
- %p2€3050 (D"f) (DAf)} + O(%)
o =~ yean(p(B — p1)S(D%1) = (B - p1)’5")
" ;AAB[(E o) m? 2P (1 - f2)>§B
' ) (7.72)
r 3]) p— Ef u B
(vt PR ) 0%
- %p2€3050 (D"f) (DAf)} + O(%)
bwi.an = —éiac{(E ~ p)3C = 25 (D°)
ul( 5, 30°(P=Ef)\ s
_TKpf_ o >S (7.73)
2r , 0% (p— Ef) u> 5 c H . uy 2
- St ———25Y | (D D o(—-) ,
(57 ) D] f P o)
wobei k = (4@(“1:;3 und é4p der vollstandig antisymmetrische Tensor auf der Zweisphére,
E—p
mit é4p = \/det(s)eap, ist.

Bis zur fiihrenden Ordnung des Drehimpulsterms ergibt sich der gesamte Sérungsterm

fiir ein auslaufendes Teilchen aus (3.22)), (7.16) f.f. und (7.68) f.f. zu

20(u) | E? + p? 2mp®f . e pA
" r E—pf+r(E—pf)3€AB ( f)
(7.74)
N (U> B f* + B'pf — B —p'| 0(%)
r (E-pf)’ s
_ 20(u) pQ—Epfu(Ep(p—Ef) PQ(p—Ef)2> of%
e A (B —pf)” ! (E - pf)’ ’ (3> e
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0(1) (7.76)

r3

(E—pf) - (i)p((g:f;;) +

2 — ~
%LA:ZL@(u){— Ep (DAf)+ <’;L> Ep (p ng) (DAf)

(B - pf) (E - pf)
w\*2Ep*(p— Ef)* = m*Bp*(1 - f*) .
- <r> 2(E — pf)’° (Daf)
mE . S* g “B
b = pf)2 AB<Ep—pf(D f)==5 )
(7.77)
u mkE . 3p(p—Ef)\ ap
- <T2>2(E—pf)3€AB[(pf+ pg_pf ))S
) 30— EY) W\ (p5
_(pS + (E—pf)2 S )(D f)}
() s 0" 0 <0 ()
Yea = 46(u) | = p(Daf) + (jf 2 (2E( - ) (Bas)
u\220%(p — Ef)? —mp (1-r?)
_<?"> 2(E — pf)’ (D)
m A S ;] 5B
2 (E — pf) 6AB<(Ep—pf) (D7) =5 )
(7.78)

- <5>2(E_%€AB[(W 25

(s = s )0

N <U> Q(W?Qf)ggmsc (DBF)(Daf)| +

o(3)
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VAR = 4T@(u){ {E ]ipr B <1:> pé(p_—j?) (Daf)(Dsf)
+ T(E?ppf)ze(mc (gc - Epf;f (ﬁcf)> (DB)f)} -
[ ()R s
+o(%)

7.3 Riemanntensor

Aus den vorangegangenen Rechnungen lassen sich die relevanten Komponenten des

linearisierten Riemanntensors in der Jacobigleichung fiir die geodidtischen Abwei-
chungen bestimmen und der Fall ohne Beriicksichtigung des Drehimpulses mit dem dre-
himpulsbehafteten Fall vergleichen.
In der geodétischen Abweichungsgleichung treten in den gewéhlten Koordinaten drei
nicht verschwindende Komponenten des Riemanntensors auf. Alle anderen Kombinatio-
nen der Indizes verschwinden aufgrund der Symmetrie des Riemanntensors oder
lassen sich durch eine dieser drei Komponenten darstellen. Die relevanten Komponenten
ergeben sich aus Rﬁuuo‘ = N7 Rguuy und lauten 6 Ryrur, 0 R Aury und RayBy. In |D f.f.
sind die Komponenten des linearisierten Riemanntensors durch die Stérung ausgedriickt
und kénnen mit f.f. explizit berechnet werden. Fiir ein auslaufendes Teilchen lauten
die Komponenten

Rurur = — Qi(zu)E _ 2() (E—pf) + o(%) (7.80)
1 2FEp m?p .
O R Auru 6(“); <E —of (E _ pf)2> (DAf)
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ORAuBY = 26(u)

—m];ﬁw@c— P (ﬁcf))(f?w)f)

(E - pf) E—pf
_ S4B rm?2 _ 2mp ¢ &D (PO
2 [E‘pf -1 . ] (7.82)
_ 9§(uy Ep? m2p? . .
2000 | (G e+ gy ) (Paf) (P

2Ep - SAB p(p—3Ef) m2p(p—Ef)>
B > <E+ E—pf + (E—pf)3

#0(%).

wobei § die Ableitung nach u bezeichnet. Ausfiihrliche Rechnungen sind in Appendix
zu finden.

Wird die Summe iiber alle ein- und auslaufenden Teilchen wieder explizit ausgeschrie-
ben, fallen fiir obige Ausdriicke alle in Energie oder Impuls linearen Terme, aufgrund der
Energie- und Impulserhaltung weg. Des Weiteren werden zur besseren Ubersicht in
obigen Ausdriicken die Terme proportional zu ud(u) fallen gelassen, da sie in den fol-
genden Rechnungen aufgrund der Integration {iber du verschwinden. Da sich ein- und

auslaufende Teilchen lediglich durch ein Vorzeichen der ©-Funktion und deren Ableitun-
. . . . -1, ded{l,... k} . ..

gen unterscheiden, wird die Funktion v; = { L, ode{k+l,.. . ktl} eingefiihrt und

die Summen iiber k einlaufende und [ auslaufende Teilchen zusammengefasst. Die Kom-

ponenten des linearisierten Riemanntensors, welche zur geodétischen Abweichung geméfs

(4.4) beitragen, lauten somit

SR — Z _2%‘52(16) B 2v;6(u) (E: —pifi) + O(%) _ O(ﬂ) (7.83)

r r r3

%

1/ 2Ep; mi’ps ) )
ORAury = ) +vid(u)= ! o
A zl: ’ (U)T<Ez‘pifi (Ei_pifi)2 (D15)

(7.84)

; Lg A,B_i B ¢, v
_yl(S(u)r(Ei_pifi) AB(SZ (Ez—pzfz) (D fz)) +O(T‘2>
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. 2 A A
ORAuBu = 22%’5(1&) - %lpf(DAfi) (Dpfi)

7

iDi . A WSt - -
— P e (55 - p(Dcfi)> (D) fi)

(Ei — plfz) E; — pifi
_ S4B [ rm;? B 2mip; copSP (bcf)]
2 | Ei—pifi (E; _pifi>2 ’ Z

(7.85)

E.p:2 2,2
— od(u) ( L

(Bi — pifi)2 (Bi — pifi

>3) (Daf)) (Dif)

2E;p; . SAB (pi (pi — 3E;f;) n mipi(pi — Ei fi) )]

+—2 _(DaDgf;) —
Ei_pifi( 4Dsf) 2 Ei — pifi (i = pif)’

8 Memory-Effekt

Der sogenannte gravitative Memory-Effekt, hervorgerufen durch ein Ereignis S zur re-
tardierten Zeit ug, 14sst sich aus der geodétischen Abweichungsgleichung bestimmen.
Das Verhalten von Testmassen unter dem Einfluss von Gravitationsstrahlung wird durch
die zeitliche Entwicklung der linearisierten geoditischen Abweichung beschrieben

0x(u) = /du/dunO‘”xBZéR(i)Bum, (8.1)

wobei 6x%(u) die Anderung der Komponenten des Verbindungsvektors 2? zweier Test-
massen beschreibt. dx®(u) wird als Memory-Effekt bezeichnet. Ohne Beschréinkung der
Allgemeinheit wird ug = 0 gew#hlt und der Koordinatenursprung durch das Ereignis S
festgelegt. Da von einer initial ruhenden Testmassenverteilung ausgegangen wird, nimmt
der Vektor (mﬁ) auf der rechten Seite von in kartesischen Koordinaten die Form
(a:ﬁ) = (O, z!, 22, :c?’) an. Dieser lasst sich wie folgt in Bondi-Koordinaten (u,r, a:A) aus-
driicken

x® =1 05(77,) (8.2)

wobei 7. der Ortsvektor der Testmasse ist, von welcher der Verbindungsvektor & ausgeht.
Nach (8.2)) lauten die Komponenten explizit

2 = —|Ti(2) (8.3)
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2" = |Fi(2) (8.4)
. %Iflﬁf‘i(é), (8.5)

mit i(2) = Z7,. Die geodatische Abweichungsgleichung wird bis einschliefslich der néchst-
fiihrenden Ordnung in r~! der jeweiligen Komponente betrachtet. Das bedeutet die Kom-
ponenten 6z (u) und éz%(u), aus (8.1]), miissen bis zur Ordnung O(r~2) entwickelt wer-
den. Die Komponenten dz*(u) miissen bis zur Ordnung O(r—3) entwickelt werden, da die
Komponenten 2 des Verbindungsvektors der Testmassen, in den gewihlten Koordina-
ten, bereits von der Ordnung O(r~!) sind, vgl. f.f.. Die Abweichung der jeweiligen
Komponenten des Verbindungsvektors der Testmassen bestimmt sich geméf unter

Verwendung von ((7.83) f.f. zu

dx'(u) = —ox" (u) (8.6)

oz (u) = // (du)QUTT Z <5R(i)mmxr + 6R(Z-)Aum,x‘4> (8.7)

o) = [ [ (@) TS (38 g + 90 e) 69

(2

8.1 Memory-Tensor

Die Anderung der geoditischen Abweichung, welche durch einen Ausbruch von Gra-
vitationsstrahlung zur Zeit ug = 0 verursacht wird, lasst sich durch den Memory-Tensor
D« 3 beschreiben, welcher definiert ist als

o = D%ga” . (8.9)

Aus ist ersichtlich, dass dies dem zweifach nach du integrierten linearisierten Rie-
manntensor entspricht. Die nicht verschwindenden Komponenten des Memory-Tensors
werden aus f.f. bestimmt. Da nur Beitrige des Memory-Effekts einschliefslich der
néchstfithrenden Ordnung betrachtet werden, miissen die Komponenten CDAB bis zur
zweiten Ordnung in r~1, die iibrigen Komponenten ®“,, ®", und D4 jedoch nur bis
zur ersten Ordnung in 7! entwickelt werden, da letztere bereits ein subdominanter Ef-
fekt sind. Die Integrale in f.f. reduzieren sich, fiir die relevanten Ordnungen, auf die

folgenden Typen
// (du>2 vid(u) = vuO(u) (8.10)

//(du)QViS(u) = 1,0(u). (8.11)
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Die Integrationskonstanten werden stets null gewihlt.

Zunichst sollen die Komponenten ©4 p néher betrachtet werden. Nach Ausfiihren der
Integrale nach dem Muster von f.f. fir , lassen sich die Komponenten des
Memory-Tensors in folgende Anteile zerlegen

A
TF B

+ D (spin), (8.12)

A A A
D =D(ord) g+ D(vel)” 5 + D(spin) 2B

Z‘D(Ord.)A ist der fithrende Term in »~! und ergibt sich aus dem fiihrenden Term der Sto-
rung bzw. (7.79). Er ist fiir den drehimpulsbehafteten und drehimpulslosen Fall
identisch.

Z‘D(Vell)A p 1st von Ordnung O(r~2) und linear in u. Er triigt keinen Beitrag des Drehim-
pulses und ist somit ebenfalls identisch fir Quellen mit und ohne Beriicksichtigung des
Drehimpulses. Er hat seinen Ursprung in den Termen zu néchstfithrender Ordnung O(1)
in 7~1 der Stérung und den fiihrenden Termen in r—! in f.f.

©(spin)A p ist ebenfalls von der Ordnung O(r—?), jedoch konstant in u. Er entspringt den
Termen in , welche sich aus dem Drehimpulsbeitrag der Quellen ableiten. Der Dre-
himpulsbeitrag Q(Spin)A p Kann in einen spurfreien und einen spurbehafteten Teil zerlegt
werden, wiahrend die anderen Beitréige @(Ord.)A 5 und C‘D(Vel.)A 5 spurfrei sind.

Alle weiteren Komponenten sind bereits in einen Anteil, hervorgerufen durch den Dre-
himpuls und einen Anteil, hervorgerufen durch die nichstfithrende Ordnung des drehim-
pulslosen Anteils der Stérung f.f. zerlegt. Alle Komponenten des Memory-Tensors,
aufler C‘D(Ord,)A > lassen sich durch ", darstellen, weshalb sie nicht mehr explizit aufge-
flihrt werden. Ausfiihrliche Berechnung der Anteile ist in Appendix [B| zu finden.

Die Komponenten des Memory-Tensors lauten

oty =3 2L ((015) Das) - 2 (0°%) )

i

Ei [, 24n LY PP
+- [21% ((DADBfZ-) - f(D%ﬁ))

# (e ) (00 (Das) - (098 (Do) | s13)

Ei - pifi (Ez — pifi)2 2
1w | _9B, ap(pCry.
+7“Ez‘—pz‘fi[ g (P (D71:)

ace p ey 8. moeyY(ep_ _PS" pp
+ | s““ecip(Dip) fi) 2€CD(D fi) |15 jo (D" 1)

r(E; — pifi E; —pifi

_uf 2Ep; mi*pi > Dt
T <E7, _pifi * (Ez _pifi)2 ( Afl)}

Ty = v;0(u Lé AB_% B ¢,
QA_; 16( ){ ) AB(Sz ( )(D fz))
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@uA - — @TA (815)

oA =% o, (8.16)
Alle Beitriige von hoherer als niichstfiihrender Ordnung in r~! wurden nicht explizit
notiert, da sie im Rahmen dieser Naherung nicht beachtet werden.

8.2 Manifestation des gravitativen Memory-Effekts

Wie bereits zuvor diskutiert, gibt es verschiedene Beitréige des Memory Tensors (8.9),
welche sich auf unterschiedliche Weise in der Verschiebung von Testmassen nach einem
Gravitationsstrahlungspuls &ufsern. In der Literatur gibt es viele verschiedene Bezeich-
nungen diverser Beitrdge zum Memory-Effekt, teils nach ihren Entdeckern, teils nach ihrer
physikalischen Manifestation und teils nach den Ordnungen der jeweiligen Approximati-
on, zu welchen sie beitragen, benannt. In dieser Arbeit wird zwischen dem gewhnlichen
Memory-Effekt, dem Geschwindigkeits-Memory-Effekt und dem Spin-Memory-Effekt un-
terschieden.

Der gewdhnliche Memory-Effekt, entspricht dem Term fiihrender Ordnung in 7—!. Er ist
der am ldngsten bekannte Beitrag und von Braginski und Grishchuk als ,Memory-Effekt*
bezeichnet. Eine explizite Analyse, welche sich mit den in Kapitel angestellten Be-
rechnungen deckt, ist zum Beispiel in [5] zu finden.

Unter Geschwindigkeits-Memory-Effekt wird der Beitrag zur néchstfiihrenden Ordnung
in r~! verstanden, welcher eine lineare Abhingigkeit in der retardierten Zeitkomponente
u aufweist und somit, je nach initialer Konfiguration eine stetige Entfernung oder An-
ndherung der Testmassen relativ zueinander beschreibt. Zuerst wurde dieser Effekt von
Bondi und Pirani 1989 [9] beschrieben, nachdem er 1974 von Zel’dovich und Polnarev
[10] noch ausgeschlossen wurde.

Der Spin-Memory-Effekt beschreibt die Verschiebung von Testmassen aufgrund der Ei-
genrotation der Quellen. Er trigt zur Ordnung O(r~2) bei und bewirkt, ebenso wie der
gewohnliche Memory-Effekt, einen Sprung in der rdumlichen Verteilung der Testmas-
sen. Werden Terme von noch héherer Ordnung betrachtet, treten auch Beitrdge zum
Geschwindigkeits-Memory-Effekt, hervorgerufen durch die Drehimpulse der Quellen, auf.
Der Spin-Memory-Effekt beschreibt also keinen grundsétzlich neuen Effekt, sondern nur
die Beitrige, welche, aufgrund der Drehimpulse der Quellteilchen, zusétzlich in den be-
reits bekannten Memory-Effekten auftreten.

Das sprunghafte Verhalten rithrt von der Betrachtung der Quellen als Punktteilchen.
Wird statt einem Gravitationsstrahlungspuls eine zeitlich ausgedehnte Welle betrachtet,
so treten keine Unstetigkeiten der Weltlinien der Testmassen auf. Ein direkter Vergleich
zwischen zeitlich ausgedehnten Gravitationswellen und Gravitationsstrahlungspulsen mit
dem Wellenprofil einer 6-Funktion ist in [11] und [12] fiir den Geschwindigkeits-Memory-
Effekt zu finden. Ebenso werden fiir den gew6hnlichen Memory-Effekt keine Diskontinui-
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téten der Weltlinien der Testmassen fiir zeitlich ausgedehnte Gravitationswellen erwartet,
z.B. in [17].

9 Anwendungsbeispiel

Im Folgenden wird ein Beispiel gegeben, wie sich der Memory-Tensor fiir ein konkretes
Streuereignis S bestimmen ldsst. Zundchst ist es sinnvoll den Memory-Tensor in eine
leicht verdnderte Form zu iiberfithren, indem die Geschwindigkeit der Teilchen |v] =
explizit in die Gleichung eingesetzt werden [T]P]

2 Z@ iin ~ ~ 6A ~ ~
2%, =y 2O IR { (05 (0ss) - B (55 (Pe)

ul 2 A A A . (Sg
+ 7‘|:<(D Dsz) - 7

+ (1 —1Bifi - e —lﬁifi)2> ((DAfi) (Dafi) - (Sf'(bcfi) (ﬁcfi)ﬂ (9.1)

1 1 [ on

"= 3 u ;é AB_LSW AB
D A—zi:m@( ){T’yi(l—ﬁifi) AB<51 =57 (D f1)>

u 2BE; BiE;(1 —53)) A,
T <1 - 51fz + (1 — ﬁ1f1)2 (DAfZ)

(9.2)

Im Folgenden wird der Koordinatenursprung durch das Ereignis S festgelegtﬁ Ein Be-
obachter, welcher den Memory-Effekt auswertet, befindet sich unter dem Polarwinkel 6,
und dem Azimutwinkel ¢, im Abstand 7, zum Ereignis S. Das i-te in S wechselwirken-
de Teilchen besitzt die Gesamtenergie F; und Dreierimpuls p; = p;7;, mit dem Betrag

1 Aus A% = ﬁ folgt mit v = % und E? — p? = m? fiir die Geschwindigkeit v =8 = £. Wobei I die
Gesamtenergie, p der Betrag des rdumlichen Impulses und m die Ruhemasse des Teilchens ist und
nach wie vor in geometrisierten Einheiten gearbeitet wird.

® Es wird nur mit dem Betrag der Geschwindigkeit gearbeitet, da die Richtung in der Funktion f; fiir
jedes Teilchen kodiert ist.

6 vgl. Kapitel @]
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des Impulses p;, dem Polarwinkel 6; und dem Azimutwinkel ;. Als néchstes werden die
Ableitungen der Funktion f; := #.7; bestimmt. Mit

1 0
SAB = <0 sin? 9) ’ (9:3)

den Darstellungen der Einheitsvektoren

7 = sin 0 cos ¢ + sin 0 sin py + cos 62

6 = cos 6 cos pi + cos O sin pf — sin 02 (94)
» = —sin pZ + cos Py,
und deren Ableitungen
9 _ginps 90 — 5 9% _ @i — )
by = sin 0o ap = 008 0o 5 = —sin 07 — cos 00 (9.5)
o _§ 9 _ _p
o0 a0 ’

ergibt sich
Dofi = DV f; = 0,7 + 7.0;
Dy fi = sin(0,) @, + sin(6;) 7@
D?f; = sin™(0;)@, 7 + sin (0,7 pi
DDy fi = —27,7; + 20,0;

o s s (B | snB) o cos(®), . cosB). . (96)
DPDofi =200 (sin(91)+sin(9r) i Sin(‘gi)arrl Sin(eT)Trel

ﬁ9ﬁ¢fi = cos(0;)7r @i + sin(ﬁi)ér@ + sin(Gr)aﬁréi + cos(0,) P,

A~
A~

D?Dgfi = sin™(0;)@,0; + sin~1(6,)0,p;

cos(6,) . P cos(6;) & o
sin(6,.) sin(6;) ort sin(6,) sin(0;) i

9.1 Teilchenzerfall

Es soll der Fall betrachtet werden, in welchem ein ruhendes Mutterteilchen in zwei
Tochterteilchen zerfillt. Fiir den fithrenden Term in 7!, in dieser Arbeit mit Q(Ord.)A B
bezeichnet, ist dieser Fall von Tolish et al. in [5] analysiert. Zur einfachen Vergleichbar-
keit wird der Notation dieses Papers gefolgt. Das Koordinatensystem wird so ausgerichtet,

40



dass ein Teilchen sich mit der Geschwindigkeit £, Energie E und Ruhemasse m in po-
sitiver z-Richtung bewegt, das andere Teilchen mit Geschwindigkeit B, Energie E und
Ruhemasse m in negativer z-Richtung. Das Mutterteilchen hat die Masse M. Die Funk-
tionen f;, nehmen in diesem Fall fiir das Mutterteilchen die Form fy; = 0, sowie fiir
das Tochterteilchen, welches sich in positiver z-Richtung bewegt, f = cos(f,) und das
Tochterteilchen, welches sich in negativer z-Richtung bewegt, f = — cos(#,) an. Die nicht
verschwindenden Ableitungen der Funktionen f und f werden geméfs und unter
Ausnutzung der Rotationssymmetrie des betrachteten Problems bestimmt und lauten

Dof =DV f = —sin(6,) Dyf = DU f = sin(6,) ©.7)
DDy f = —2cos(6,) DDyf = 2cos(6,). ’
Abweichend zur Analyse von Tolish et al., werden die Tochterteilchen mit einem Dre-
himpuls versehen, das Mutterteilchen bleibt jedoch rotationslos. Aus der Forderung nach
einem rotationssymmetrischen Problem, werden die Dreierdrehimpulsvektoren der Toch-
terteilchen parallel zu ihren Impulsen gewéhlt. Da f(2) = g(2) gilt, vereinfacht dies die
Ausdriicke der Drehimpulsvektoren in Bondi-Koordinaten f.f., wie folgt

5% =~S(B — cos(6y)) S“ = ’yS(B + cos(6,))
S™ = ~Scos(6,) S” = =4S cos(6,) (9.8)
S9 = —~Ssin(6,) 59 = 48 sin(6,) .

Aus der Erhaltung des Drehimpulses zusamimen mit folgt, dass die Betrige
der Viererdrehimpulsvektoren S und S gleich sein miissen, was in obigen Ausdriicken
bereits ausgenutzt wurde.

Die Komponenten des Memory-Tensor f.f. werden so weit wie moglich und sinnvoll
geméfs den obigen Ergebnissen vereinfacht.
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A —B2Esin® 0
0 B_@(u){{r(l—ﬁcosﬁ)(l—]\?[(1—50059))
. 1 a7 (1= 47) 1-
2E 20 M M
prEsin ((I—BCOSH)2 - (1—%(1—&0059))2 (1—50050)3

U
r2

(- 48) -0 ﬁ))
(1 — %(1 —5(30819))3

432 Ecos?6 As) pAso
(1—Bcost)(1— 5 (1— Bcos&))] }(59 Op 5‘P(SB) (9.9)

+

Sp
)

sin 1 J\Pfl(l ]\E4)
0((1—ﬁcos€)2 - (1— %(1 —Bcos@))2>
(

1 (E)g(l_E A Acp
_ﬁcose<(l—ﬁ0050) - (1—%(1—6(5\;0))3 (%5%—#59 5§sm29>
S sin Bcosb 6(6—0059)

T —_ u 29 —
D"y = 06 ){ , [ (1—Bcosh)(1— £ (1 - Bcosh)) - (1—6c089)2

B (1 = 0) (g +eosh) |
(1-L£(1-B8cosh)” |7

(9.10)
2/3 cos 6 n 1- 52
(1—Bcos) (1 —£(1-Bcosh)) ( —Bcos@)Q
(- B
(1-£(1-Bcost))® | "

— EBE sin 6
,

9.2 GroRenabschdtzung

Um herauszufinden von welcher Grofenordnung der Memory-Effekt und insbesonde-
re der durch den Drehimpuls der Quellen hervorgerufene Beitrag ist, werden in
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f.f. typische Werte fiir die Massen, Geschwindigkeiten und Drehimpulse, von astronomi-
schen Objekten eingesetzt. Anschliefsend wird das Ergebnis mit den Daten des Ereignisses
GW150914 verglichen, welches die erste direkt nachgewiesene Gravitationswelle war [13].
Der fiir astronomische Ereignisse ungewthnliche bzw. unmogliche Fall, des im Kapitel
beschriebenen Teilchenzerfalls, ist durch Vertauschen der ein- und auslaufenden Teilchen
in einen Prozess, der das Verschmelzen zweier Schwarzer Licher beschreibt, umwandelbar.
Aus erster Betrachtung von f.f. ist klar, dass fiir kleine Geschwindigkeiten § < 1
ein maximaler Effekt zu erwarten ist, wenn sich der Beobachter auf der dquatorial Ebene
befindet. Damit wird der Memory-Tensor zu

oty —ow{ 2| (1- )
- % [2(1 — %) — B (1 + (1(5%2)2”] (55‘6% - 6£53§) (9.11)
(SRR )
7, = @(u){ﬁ is [1 - (1(%)2] 05+ ~6°E [1 - (1(2;)2} 65‘4} . (9.12)

Wird eines der Tochterteilchen als maximal rotierendes Kerr-Schwarzes Loch angenom-
men, gilt S = m? fiir m < /M. Um den Drehimpulsbeitrag zu maximieren, wird m = m
angenommen, woraus sofort % = % folgt. Die Geschwindigkeit 3 liegt typischer Weise
im einstelligen Prozentbereich der Lichtgeschwindigkeit und wird iiber die Frequenz der
Gravitationswelle w und den Schwarzschild-Radius rg der verschmelzenden Schwarzen
Locher bestimmt, siehe z.B. [12].

B_v_wrg_GNwM
¢ 2 3

<1 (9.13)

Dies rechtfertigt eine Unterdriickung von Termen héherer Ordnung in S fiir die jeweiligen
Beitrdge. Die fiihrenden Beitrage in 5 des gewOhnlichen, Geschwindigkeits- und Spin-
Memory-Effekts lauten unter diesen Annahmen

_gM
.

(1+2%) (g% - 505) + ﬂg (57, - 5;;‘5?9)} (9.14)

4, = @(u){

Um experimentelle Daten in obige Gleichungen einsetzten zu konnen, wird von geome-
trisierten Einheiten wieder in das SI-Einheitensystem iibergegangen, indem die Gravita-

tionskonstante Gy = 6,7 - 10_11;;22 und die Lichtgeschwindigkeit ¢ = 3 - 108% wieder
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explizit in den Gleichungen aufgefiihrt werden.

o1, — @(u){ Gy pM (1 n 2%) (55‘5?9 — 5;‘53;)

2 r
Gy\ M2 [, A0
+ ( c? ) 22 (69 O _5@53)

In ist zu sehen, dass fiir die Komponente ©4 p des Memory-Tensors, der gewohnli-
che und der Geschwindigkeits-Memory-Effekt, bis auf einen Faktor 2, von gleicher Stérke
sind. Werden alle Konstanten explizit eingesetzt, die Masse M als Vielfaches der Sonnen-
masse M = M Mg = M2 -10%%kg und der Abstand r in Lichtjahren r = 79,5 - 10"m
angegeben, sowie f = 1072 gesetzt, so ist der gewthnliche Memory-Effekt von der Gro-

(9.16)

fenordnung 7,8 - 10_18¥. Zum Zeitpunkt der Verschiebung der Testmassen aufgrund des
gewohnlichen Memory-Effekt ug = 0, hat der Geschwindigkeits-Memory-Effekt keinen
Beitrag, da ug = 0 = tgc — rg gilt. Damit der Geschwindigkeits-Memory-Effekt die glei-
che Grofenordnung wie der gewéhnliche Memory-Effekt hat, muss also entsprechend Zeit
vergehen. Pro einem Lichtjahr rdumlicher Entfernung einer Beobachterin zum Ereignis S
muss ein halbes Jahr vergehen, damit zum Zeitpunkt tg +¢ mit t = *2 = la die Wirkung
auf Testmassen durch den Geschwindigkeits-Memory-Effekt gleich der des gewthnlichen
Memory-Effekts ist. Fiir das Ereignis GW150914 entspréche dies 0, 7 Milliardenjahre.
Der Spin-Memory-Effekt skaliert mit der Masse gegeniiber den anderen Beitragen, welche
mit 3 skalieren, er ist fiir 3 = 1072 von der Grékenordnung 3,0 - 10~2° %2.

Fiir das Ereignis GW150914 mit M ~ T0Mg, 8 ~ 2,6 - 1072 und 7 ~ 13 - 10°, betru-
gen die relativen Lingendnderungen der Interferometerarme wahrend der Oszillations-
phase, welche nicht mit dem Memory-Effekt zu verwechseln ist, etwa 1072! [I3]. Der
gewohnliche Memory-Effekt fiir dieses Ereignis ist von der Grofenordnung 10724 und der
Spin-Memory-Effekt von 10743

9.3 Ausblick

Um die Frage zu kliren, ob in naher Zukunft mit einem Nachweis des Spin-Memory-
Effekts zu rechnen ist, werden folgende Abschitzungen angestellt.
Wird fiir die Masse eines Schwarzen Lochs die Obergrenze von 1019 M, wie sie in [14] vor-
geschlagen wird, angesetzt, so wire fiir Ereignisse in einem Abstand von 106y, der Spin-
Memory-Effekt innerhalb der aktuellen Nachweisgrenzen von 10722, Das massereichste
bekannte Objekt innerhalb dieses Radius ist das zentrale supermassive Schwarze Loch
der Andromeda Galaxie mit 10®M und somit zwei Gréfenordnungen unter der aktuel-
len Nachweisgrenze. Das ist jedoch nicht das Hauptproblem, sondern es fehlt ein Objekt
von gleicher Masse, welches unmittelbar vor einer Verschmelzung steht.
Weitere Kandidaten wie die Galaxie NGC7674 mit zwei, sich relativ nah umkreisenden,
supermassiven Schwarzen Lochern weisen, mit einem Abstand von 10® Lichtjahren und

44



einer Gesamtmasse von 107 Sonnenmassen, deutlich zu geringe zu erwartende Effekte auf.
Des Weiteren wird auch fiir dieses System keine baldige Verschmelzung der Schwarzen
Locher erwartet. [15]

Die einzige Méglichkeit besteht demnach darin, die Empfindlichkeit der Detektoren deut-
lich zu steigern. Dies kénnte mit dem in Planung befindlichen weltraumbasierten Detektor
LISA moglich sein, da dieser Detektor in der aktuellen Planung 2, 5Gm lange Interferenz-
strecken besitzen soll. Gegeniiber den 4km langen Interferenzstrecken des LIGO Detektors
wire dieser theoretisch 10° Groékenordnungen empfindlicher. Eine derart exakte Positio-
nierung der Testmassen, also der Satelliten, diirfte jedoch deutlich schwerer zu erreichen
sein, als im Fall erdbasierten Messgerite. Ein prinzipieller Vorteil weltraumbasierter Gra-
vitationsdetektoren ist, dass die Testmassen wirklich frei fallend sind. Erdbasierte Detek-
toren werden durch die Krifte der Festkorper auf welchen sie stehen, also dem Gestein
des Erdbodens, stets in ihre Ruhelage gedriickt, dies ist zur Detektion von Oszillationen
zwar durch extrem flexible Aufhdngung der Testmassen zu minimieren, eine permanente
Verschiebung ist jedoch unmdglich zu erreichen. In dieser Arbeit wurden die Gravita-
tionswellen als instantane Pulse behandelt. Arbeiten unter Verwendung eines anderen
Niherungsverfahrens, ndmlich der Post-Newtonischen Niherung, weisen darauf hin, dass
Memory-Effekte sich tiber den gesamten Zeitraum der Gravitationswelle aufbauen [17].
Es wird davon ausgegangen, dass Satelliten, untereinander géinzlich frei von Atomaren-
bindungen, in der Lage sind sich langsam aufbauende Memory-Effekte zu messen.
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A Spezielle Komponenten des linearisierten Riemanntensors

Im Folgenden werden ausfiihrliche Berechnungen der Komponenten des linearisierten
Riemanntensors in Bondi-Koordinaten gegeben. Es werden nur die zur Losung von (4.4))
benotigten Komponenten betrachtet.

A.1 Allgemeine Berechnung des linearisierten Riemanntensors

Die Berechnung der Komponenten des linearisierten Riemanntensors, in Abhéngigkeit
der Stoérung v,g, ldsst sich aus der Darstellung des linearisierten Riemanntensors
durch die Christoffelsymbole gewinnen. Geméf Kapitel [6.3] werden die Koordinaten v und
r mit kleinen romischen Buchstaben bezeichnet, die verbleibenden Winkelkoordinaten
mit grofen rémischen Buchstaben. Griechische Buchstaben laufen stets iiber alle vier
Koordinaten. Aus dem allgemeinen Ausdruck

0R,5,° = —0a0T%, + 05010, + 5, 0T%, — 19,005, —'5, 0%, +T9.0T%,, (A1)

ergeben sich die Komponenten, fiir die im Kapitel [6] gewéhlten Koordinaten, wie folgt,
wobei die Rechnung nur fiir die Komponenten, die fiir das vorliegende Problem relevant
sind, gezeigt wird.

ORubeq = UdeéRabce = Tde [ — 8a6F§C + 61)51“26 + FZC (51_‘1?8 — FZE 5Fic
=0 =0
- Fic 5F(615 + Fge 5Ffzc:|
~= ~ (A.2)

1

= 5?7de77€f [ — g (ab’ch + 0o — 3f’ybc> + O <8a7cf + OcNaf — 8f7ac):|

= 8ca[b’}/a]d + ada[ar}/b]c
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SRaved = NeadRp’ = Tea| — DadTf, + 056T%, + TY, 65, + ThH,  oTsp
~~ ~~

=0 =158 (8.r)
~T4,0Tf, —  T9p  OTL — T§, 0%, + Tf. oT%,
~—~ N~~~ ~—~ ~—
=0 =—TSAF (857‘) =0 =0

1 R
= ~Nean [ — Dy ((%%f + Ocvof — 3f%c)

2
A 2
+ O (DA’ch + Ocyay — Opyac — ~Af (3&"))
1 . 2
+ ;5A (0er) ((%’ch + Davr — Orme — JrG (&ﬂ“))
1 e FG 2
+ S MedrSAF (0°r)n (%%G + 0o — DG’ch)
. 1 1
= OO Yq)a + DaOavap — ;8b'YAd (Oer) + ﬁwxd(@b?“) (9er)
1 (8er) (Ovvd + D avoa — Oavap — g’Mcz(ab?“)
+ 2r T

1 ~
+ o (Oqr) (8b’yAc + Ocyap — DA’ch>

A 1 A
=00 Vga + Da0igvap + <8b%4[c(3d}7“) + Davea(9g7) + Opevan (@dﬁ"))

r
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SRAbcd = Nead R apc® = Med [ — 0a0T5c + DT + T 0T5 + THo0TG

—TJ00% ; — ThedT% p — D% 0T — T9 0Tk + T, 5r;c]

=0

= Ned [ — DadTe — THo0Thp + 0T 0 + F,J;c oT5; + TheoThp
N

=—r (8fr) sAC
~ T 6T%; — Tl 609 —T% 60— TI%p 5FbFC]
=0 :% (8br) s& =0 =r (Ber) SAF

1 A . . 2 4
= 5776517769 [ — DaDcyyg — Dalyyvog + 09D avec + ;DA’Y(Jg (Opr)

+ abﬁA’YCg + 6;,1507/19 — abag’yAc + 2(8{,7“) (6fr) SACYgf (A'4)

+ 2r (Ofr) 5A0OYgf

1 N A
+ () ( ~ Davge — Deyga + 9grac — 2rsacygs (97 7‘))

e (o =)

r A A 2
+ 5 led sarn’C (8°r) (DC%G + %yca — Dave — —ca (@ﬂ’))
—— r

:%252
R 1 A 1
= DcOpyaj + 504 (DA%C - 3WAC> +rsac <§ad')’be + 8[b7@]d> (0°r)

172 - 1
+ [D[C'YA}b(adr) + Diaveya(Opr) + 5(d|%40(3\b)7”)} — —3740/(9r) (9ar)

A.2 Explizite Berechnung des linearisierten Riemanntensors

Im Folgenden wird die explizite Berechnung einiger Komponenten des linearisierten
Riemanntensors gegeben. Es werden die Ausdriicke der Stérung der Metrik f.f. in
f1f eingesetzt. Warum die Komponenten des Riemanntensors zu unterschiedlichen
Ordnungen in r~! entwickelt werden, wird spiter bei der Konstruktion des Memory-
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Tensors ersichtlich werden. Um die Terme so iibersichtlich wie méglich zu halten, wird
zuletzt die Identitdt uwd(+u) = F(u) verwendet. Diese folgt aus

/ué(u)g(u)du = —/ (ug(u))é(u) du = —/ (u g(u) + g(u))é(u) du = —¢(0)

(A.5)
= /—5(u)g(u)du.
Die Rechnungen werden fiir ein auslaufendes Teilchen gezeigt.
ORyrur = % |:au8r'7ur — 0u0uYrr + 0r0uYru — a'rar")/uu:| (AG)
_ 20(u) p* — Epf
~aan [ (T .
20(u) u p? — Epf U .
@ﬁu[ " (E rf =) Ho(E)
20(u) 26(u)) u p? — Epf u
_ _ _ _pf— -4 =4 — A8
au[ 72 E T E=pf r E—pf +O<r3) (4.8)
2 _ S 2 _
_ 25(210 (_ B4P Epf> 20(u) (E _pfour Epf)
r E—pf r r E—pf (A.9)
U
+0(35)
o 20(u) ., 20(u) u
=~z P, (E—pf)+0(73) (A.10)
OR Auru :% |:8uar7uA - auau'YTA + IA)Aau%"u - f)Aar'Yuu
(A.11)

1 .
+ ; ( - 2au7Au + DA’Yuu):|

- 6u8u{2@(u) [—p(bAf) - <u> M(f%i’)

T

27“(E—pf) E—pf)
- E  p*—Epf Ep -
1
+0(53)
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50

- ()7

(A.13)
m . psS* AB B
+2T(Epf)6AB<(Epf) (D7f) =5 >]
Lp A - E  p*—Epf 1
+4@(U>T(E_pf) (DAf)}+DA{5(u)<T+T(E—pf)>}+0<r2>
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B Memory-Tensor

Im Folgenden wird die detaillierte Berechnung der Komponenten des Memory-Tensors
bis zur nichstfithrenden Ordnung in 7—' gegeben. Die Komponenten ©4 p des Memory-
Tensors (B.2)), wie er sich nach Ausfiihrung der Integrale in ergibt, soll in spurfreie
und nicht spurfreie Anteile zerlegt werden. Dazu werden in mit einem Nullsummen-
trick zunéchst alle Terme, welche keine J-Distribution beinhalten, in eine spurfreie Form
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gebracht.
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Fir den Drehimpulsbeitrag von Ordnung O(r%) in v und r wurde die Identitdt

€AB (f)A f ) (ﬁB f ) = (0 verwendet, da dies diesen Term in einen spurfreien und einen nicht
spurfreien Term zerlegt, wie sich spéter durch eine einfache Rechnung zeigen wird.

Fiir die iibrigen Terme werden die spurfreien und nicht spurfreien Anteile so weit wie
moglich vereinfacht. Zunéchst soll der fiithrende Term, der Ordnung O(%) in w und r
betrachtet werden.

ord ZVZ {%((bAﬁ) (DBf’L) E(Dcfz) (Dsz)>

(B.4)

A Pz’2 Nei A A mi2
+ 5Bm(17 fi)(De fi) + 5BM}

Der spurfreie Teil ldsst sich nicht weiter vereinfachen. Fiir den nicht spurfreien Teil werden

zunichst die Identitdten (Dcfi) (Dcfi) = (1 - fiz) und E;? —pi2 =m;? ausgenutzt und

nach algebraischer Umformung die Impuls- und Energieerhaltung > vip;fi = 0= > v; F;,
i i

vgl. (2.6), angewandt.

22 2 2
—pi“fi + B — p;
;0 B.5
Dferd) Z Z { r(Ei — pifi) (B:5)

95



_Z O(u [E +pi’] —0 (B.6)

r

Der fiihrende Beitrag ist also spurfrel und lautet
2 . ~ 5A ~ ~
D (ord.) Z ;0 7}9” <(DAfz‘) (Dpfi) — ?B(DC i) (Dc fi)) . (BT)

Der Term von Ordnung 0(72) in » und r lautet
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Er wird ebenfalls so weit wie méglich vereinfacht. Der spurlose Anteil ergibt sich zu

)4 4E;p; san o OB AcA .
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E; — pifi) (Ei — pifi) 59

Der Spurteil ldsst sich unter Benutzung von (ﬁcfi) (Dcfi) = (1 — ff), (ﬁcﬁcfi) = —2f;
und E;% — pi2 = m;? schreiben als
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und verschwindet ebenfalls. Nun soll zuletzt der Drehimpulsbeitrag der Ordnung O(T%)

in v und r betrachtet werden.
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(B.16)
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Er wird in einen spurfreien Teil ® (pin), . B und einen Spurterm D (gpin),. 4 B zerlegt.
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Es wird gezeigt, dass Q(SPiH)TF A B tatsédchlich spurfrei ist.
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A—C,C—A

Werden alle Komponenten des Memory-Tensors, (B.7), (B.9), (B.17) und (B.18), wieder
zusammengefasst, ergibt sich

01, =% Q(E@f;}){ ((6%5) (D) - 2 (0°5) (Des) )
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(CIPAZABIY ™ 7 ' " Ei—pifi '

Die Komponenten ©"5 des Memory-Tensors lassen sich nicht weiter zerlegen. Insbeson-
dere verschwindet der Spurterm ®", wie in (A.2) gezeigt, sodass keine Zerlegung der
Komponenten in spurfreie Anteile und Spuranteile méglich ist. Da sich die Komponenten
D75 und "4 lediglich durch ein Vorzeichen unterscheiden wird im Folgenden nur die
Berechnung fiir D" gezeigt. Die flihrende Ordnung dieser Komponenten ist bereits ein
subdominanter Effekt, sodass diese nur bis zur Ordnung O(ril) entwickelt werden. Sie
ergeben sich durch Ausfithren der Integrale iiber du in (8.7).
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Die Komponenten ©4 und D% 4 ergeben sich aus obiger Berechnung durch die Bezie-

hungen

r

SAB
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