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0 Notationen

In dieser Arbeit werden folgende Notationen und Konventionen benutzt:

a) Es wird das sogenannte natürliche Einheitensystem verwendet, in welchem gilt:
Lichtgeschwindigkeit c = 1, Gravitationskonstante GN = 1, reduziertes Plancksches
Wirkungsquantum } = 1

b) Es wird die Einsteinsche Summenkonvention verwendet, dabei wird stets über doppelt
auftretende ko- und kontravariante Indizes summiert, nicht jedoch summandenüber-
greifend.

c) Einheitsvektoren werden mit einem Zirkum�ex gekennzeichnet, z.B. x̂ für den Einheits-
vektor in ~x-Richtung.

d) Tensoren der Einheitszweisphäre werden ebenfalls mit einem Zirkum�ex gekennzeich-
net. Da diese jedoch stets Indizes tragen, besteht eine eindeutige Abgrenzung zu den
dreidimensionalen Einheitsvektoren.

e) Operatoren wirken nur auf unmittelbar folgende Elemente. Wirkt ein Operator auf
mehr als ein Element, so stehen alle a�ektierten Elemente in Klammern. Manchmal
werden aus Gründen der Übersichtlichkeit Klammern gesetzt, die durch diese Konven-
tion nicht unbedingt erforderlich wären.

∂x
(
f(x)g(x)

)
≡ ∂xf(x)g(x) + f(x)∂xg(x)

∂xf(x)g(x)) ≡
(
∂xf(x)

)
g(x)

f) Auf eine teilweisen Mehrfachverwendung einiger Buchstaben für verschiedene Entitä-
ten, ist im Text nicht gesondert hingewiesen, wenn aus dem Kontext eine Verwechslung
ausgeschlossen ist.
So wird in den Anfangskapiteln die abstrakte Indexnotation mit kleinen römischen
Buchstaben verwendet. In Kapiteln 6 f.f. bezeichnen kleine römische Buchstaben ex-
plizite Koordinaten.
Ebenfalls werden Geodäten, die Störung der Metrik, sowie der relativistische γ-Faktor
mit �γ� notiert.
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1 Einleitung

Rotieren massive Körper umeinander oder ein Körper mit inhomogener Massenvertei-
lung um sich selbst, so entstehen Gravitationswellen. Gravitationswellen sind kurzzeitige
Oszillationen der Raumzeit und eine Folge der endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit
des Gravitationsfeldes. Messbare E�ekte können gegenwärtig nur von sehr massereichen
und schnell umeinander rotierenden Objekten hervorgerufen werden. Solche Objekte sind
beispielsweise Schwarze Löcher oder Neutronensterne. Direkte Nachweise von Verschmel-
zungen solcher Objekte konnten in der jüngsten Vergangenheit erbracht werden [13]. Gra-
vitationswellendetektoren, nach heutiger Bauart, messen prinzipiell den Abstand zweier
frei fallender Massen. Passiert eine Gravitationswelle einen solchen Detektor, so ändert
sich der Abstand der Massen zueinander in einer mehr oder weniger periodischen Weise.
Die Dauer dieser Oszillationen, solange sie im messbaren Bereich liegen, wird als Dau-
er der Gravitationswelle bezeichnet. Die Form der Gravitationsstrahlung, das heiÿt die
Amplitude, Frequenz, Polarisation, etc., hängt von der Bescha�enheit der Quellen ab.
Da Schwarze Löcher beträchtliche Drehimpulse besitzen können, ist es naheliegend die
Auswirkungen der Drehimpulse auf die Form der Gravitationswellen zu untersuchen, um
Rückschlüsse auf das System, welche die Gravitationsstrahlung emittiert, ziehen zu kön-
nen. Arbeiten dazu sind z.B. in [3] zu �nden.
Die theoretische Untersuchung von Gravitationswellen hat gezeigt, dass, zusätzlich zu den
kurzzeitigen Oszillationen, weitere E�ekte durch Gravitationswellen hervorgerufen wer-
den. Hat eine Gravitationswelle einen Detektor passiert, weisen die Testmassen des De-
tektors eine zu ihrem ursprünglichen Abstand verschiedene Entfernung auf. Diese perma-
nente Verschiebung wird als Memory-E�ekt bezeichnet und wurde zuerst von Zel'dovich
und Polnarev 1974 in [10] beschrieben. Die Drehimpulse der Quellen tragen nicht nur zur
Form der Gravitationswellen, sondern auch zum Memory-E�ekt bei. Dieser Beitrag soll
im Rahmen dieser Arbeit näher untersucht werden.
Zunächst müssen jedoch die formalen Rahmenbedingungen gescha�en werden, um einen
sehr komplexen Vorgang, wie die Verschmelzung zweier Schwarzer Löcher, beschreiben
zu können. Dazu werden die Quellen als punktförmig und isoliert angesehen. Schwarze
Löcher lassen sich sehr gut als Punktmassen beschreiben, da sie im Gegensatz zu anderen
Himmelskörpern in ihrem Aufbau keinen hydrostatischen Zwängen unterliegen. Isolier-
te Quellen gibt es im Rahmen der Allgemeinen Relativitätstheorie nicht, können jedoch
durch asymptotisch �ache Raumzeiten beschrieben werden [6]. Dabei wird die Gravita-
tionsstrahlung einer Quelle, welche durch den Energie-Impuls-Tensor T ab charakterisiert
wird, von einem Beobachter in unendlicher Entfernung zu dieser Quelle beschrieben. Das
heiÿt der Beobachter nimmt zwar die Gravitationswelle, jedoch nicht die direkte Gravi-
tationswirkung der Quelle war. Dadurch lassen sich die Vorgänge durch den Formalismus
der linearisierten Gravitation beschreiben. Dabei wird von einer �achen Minkowskiraum-
zeit ausgegangen, die nur im Bereich der Quellen eine Störung aufweist, welche jedoch
weit genug vom Beobachtungspunkt entfernt liegt, sodass der Beobachter sich in keiner
gestörten Raumzeit be�ndet. Durch Lösen der linearisierten Einsteingleichung wird die
Krümmung des Raumes, durch die Eigenschaften der Quellen, also des Energie-Impuls-
Tensors, ausgedrückt. Schlieÿlich kann mit der geodätischen Abweichungsgleichung das
Verhalten von Testmassen ebenfalls auf die Eigenschaften der Quellen zurückgeführt wer-
den.
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2 Energie-Impuls-Tensor für Punktteilchen

Die Quelle der Gravitationsstrahlung wird durch den Energie-Impuls-Tensor T ab be-
schrieben. Im Folgenden werden Quellen, bestehend aus Punktteilchen, betrachtet, welche
an einem einzigen Punkt miteinander in Wechselwirkung treten. Die Dauer der Oszilla-
tionsphase wird somit unendlich kurz und statt einer realen Gravitationswelle, wird ein
Gravitationsstrahlungpuls betrachtet. Diese Vereinfachung ist für die Beschreibung des
Memory-E�ekts unproblematisch, da dieser ohnehin die permanente Veränderung der
Raumzeit weit vor und weit nach der Passage der Gravitationsstrahlung beschreibt und
unabhängig von der Oszillationsphase ist.

2.1 Allgemeine Form des Energie-Impuls-Tensors

Zur besseren Vergleichbarkeit der Veränderungen, die die Betrachtung der Drehimpulse
der Quellteilchen mit sich bringt, werden die Fälle mit und ohne Drehimpuls separat
betrachtet.

2.1.1 Teilchen ohne Drehimpuls

Folgender Energie-Impuls-Tensor beschreibt den Vorgang von k einlaufenden und l
auslaufenden Teilchen, welche keine Eigenrotation aufweisen.

T ab(x) =
k∑

α=1

0∫
−∞

dτ p(a
α u

b)
α δ

4
(
x− γα(τα)

)
+

l∑
β=1

∞∫
0

dτ p
(a
β u

b)
β δ

4
(
x− γβ(τβ)

)
, (2.1)

mit den Impulsen pa, Geschwindigkeiten ua, Weltlinien γ(τ) und τ der Eigenzeit, der
jeweiligen Teilchen, sowie der vierdimensionalen Dirac-Funktion δ4.
Zunächst soll überprüft werden, ob die Energie-Impuls-Erhaltung, also ∇aT ab = 0, für
diesen Tensor gegeben ist. Dazu muss das Skalarprodukt mit einer beliebigen Testfunktion
fb(x) verschwinden. Zur besseren Übersicht werden die Weltlinien der Teilchen verkürzt
mit γα ≡ γα(τα) notiert .

〈∇aT ab, fb〉 =

∫
d4x fb(x)∇a

[
k∑

α=1

0∫
−∞

dτ p(a
α u

b)
α δ

4(x− γα) +

l∑
β=1

∞∫
0

. . .

]
(2.2)
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=

(
fb(x)

∣∣∣∣∞
−∞

)
︸ ︷︷ ︸

=0

(
k∑

α=1

0∫
−∞

dτ paαu
b
αδ

4(x− γα) +
l∑

β=1

∞∫
0

. . .

)

−
∫

d4x∇afb(x)

[
k∑

α=1

0∫
−∞

dτ uaαp
b
αδ

4(x− γα) +
l∑

β=1

∞∫
0

. . .

] (2.3)

= −
k∑

α=1

0∫
−∞

dτ

[
uaα∇a

(
fb(γα)pbα

)
− fb(γα)uaα∇apbα︸ ︷︷ ︸

=0

]
+

l∑
β=1

0∫
∞

. . . (2.4)

= −
k∑

α=1

fb(γ(0)) pbα +

l∑
β=1

fb(γ(0)) pbβ
!

= 0 (2.5)

Zunächst wurde partiell integriert und die Tatsache ausgenutzt, dass zwischen den Im-
pulsen pa und Geschwindigkeiten ua der Zusammenhang pa = mua gilt, wobei m die
Masse der Teilchen ist, wodurch die Geschwindigkeiten und Impulse vertauschen und die
Symmetriesierung ausgeführt werden kann. Anschlieÿend wurde der verbleibende Inte-
grand in eine totale Ableitung überführt, die Geodätengleichung ua∇apb = 0 ausgenutzt
und die Integrationsgrenzen der zweiten Summe vertauscht.
Unter der Annahme fb(γ(0)) 6= 0, welche gerechtfertigt ist, da (2.5) für eine beliebige
Testfunktion gilt, folgt direkt

k∑
α=1

pbα =
l∑

β=1

pbβ . (2.6)

Die Divergenz des Energie-Impuls-Tensors verschwindet also, wenn die Summe der Impul-
se aller einlaufenden Teilchen gleich der Summe der Impulse aller auslaufenden Teilchen
ist.

2.1.2 Teilchen mit Drehimpuls

Werden Teilchen betrachtet, deren Drehimpuls nicht verschwindet, so muss dies im
Energie-Impuls-Tensor berücksichtigt werden. Es erweitert sich damit (2.1) um jeweils
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einen Summanden für die ein- und auslaufenden Teilchen

T ab(x) =
k∑

α=1

0∫
−∞

dτ p(a
α u

b)
α δ

4(x− γα)−∇c

0∫
−∞

dτ Sc(aα ub)α δ
4(x− γα)

+

l∑
β=1

∞∫
0

dτ p
(a
β u

b)
β δ

4(x− γβ)−∇c

∞∫
0

dτ S
c(a
β u

b)
β δ

4(x− γβ) ,

(2.7)

wobei Sab der Drehimpulstensor ist.
Es soll nun wieder ∇aT ab = 0 nachgewiesen werden, wobei das Vorgehen analog zum
drehimpulslosen Fall ist und die partielle Integration nicht mehr explizit ausgeschrieben
wurde. Zu beachten ist, dass im Drehimpulsterm einmal mehr partiell integriert werden
muss, um alle Ableitungen auf die Testfunktion wirken zu lassen.

〈∇aT ab, fb〉 = −
k∑

α=1

∫
d4x

[ 0∫
−∞

dτ ∇afb(x)p(a
α u

b)
α δ

4(x− γα)

+

0∫
−∞

dτ ∇c∇afb(x)Sc(aα ub)α δ
4(x− γα)

]
−

l∑
β=1

. . .
!

= 0

(2.8)

Zunächst werden wieder die räumlichen Integrale ausgeführt, die Symmetriesierung aller
Indizes explizit ausgeschrieben, sowie die Integrationsgrenzen der auslaufenden Teilchen
vertauscht

k∑
α=1

0∫
−∞

dτ

2

[
∇afb(γα)paαu

b
α +∇afb(γα)pbαu

a
α

+∇c∇afb(γα)Scaα u
b
α +∇c∇afb(γα)Scbα u

a
α

]
!

=

l∑
β=1

0∫
∞

dsτ

2
. . . .

(2.9)

Wird der Drehimpuls berücksichtigt, verschwindet im Allgemeinen die Geodätengleichung
nicht, sondern es gelten die folgenden Ausdrücke, wie sie Papapetrou 1951 formulierte [4].
Die Geodätengleichung lautet

ua∇apb =
1

2
RabcdS

cdua . (2.10)

Mit der Spinpräzession

uc∇cSab = paub − pbua , (2.11)

ist der Impuls gegeben durch

pa = mua + uc∇cSabub . (2.12)
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Des Weiteren wird die De�nition des Riemanntensors durch die Antisymmetrisierung
kovarianter Ableitungen verwendet, worauf im Kapitel 3.3 näher eingegangen wird.

∇[a∇b]Xc =
1

2
RabcdX

d (2.13)

Nun wird in (2.9) die Antisymmetrie des Drehimpulstensors ausgenutzt und gemäÿ (2.13)
die Ableitungen im letzten Summanden vertauscht.

k∑
α=1

0∫
−∞

dτ

2

[
∇afb(γα)pα

auα
b + uα

a∇afb(γα)pα
b +∇[c∇a]fb(γα)︸ ︷︷ ︸

= 2.13)

Sα
cauα

b

+∇a∇cfb(γα)Sα
cbuα

a + fd(γα)RcabdSα
cbuα

a

]
=

l∑
β=1

. . .

(2.14)

k∑
α=1

0∫
−∞

dτ

2

[
∇afb(γα)pα

auα
b + uα

a∇afb(γα)pα
b + fd(γα)

1

2
RcabdSα

cauα
b︸ ︷︷ ︸

a→b,b→a

+ uα
a∇a

(
∇cfb(γα)Sα

cb
)
−∇cfb(γα)uα

a∇aSαcb︸ ︷︷ ︸
= (2.11)

+fd(γα)RcabdSα
cbuα

a

]
=

l∑
β=1

. . .

(2.15)

k∑
α=1

0∫
−∞

dτ

2

[
∇afb(γα)pα

auα
b + uα

a∇afb(γα)pα
b + fd(γα)

1

2
RcbadSα

cbuα
a

+ uα
a∇a

(
∇cfb(γα)Sα

cb
)
−∇cfb(γα)

(
pα

cuα
b − pαbuαc

)

+ fd(γα)RcabdSα
cbuα

a

]
=

l∑
β=1

. . .

(2.16)

k∑
α=1

0∫
−∞

dτ

2

[
uα

a∇a
(

2fb(γα)pα
b +∇cfb(γα)Sα

cb
)
− 2f b(γα)uα

a∇apαb︸ ︷︷ ︸
= (2.10)

+ fd(γα)
(1

2
Rcbad +Rcabd

)
Sα

cbuα
a

]
=

l∑
β=1

. . .

(2.17)
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k∑
α=1

0∫
−∞

dτ

2

[
uα

a∇a
(

2fb(γα)pα
b +∇cfb(γα)Sα

cb
)

−f b(γα)RabcdSα
cduα

a︸ ︷︷ ︸
I

+ fd(γα)
(1

2
Rcbad +Rcabd

)
Sα

cbuα
a︸ ︷︷ ︸

II

]
=

l∑
β=1

. . .

(2.18)

Die Terme I und II, welche Riemanntensoren beinhalten, werden wie folgt umgeformt.

I + II =− f b(γα)RabcdS
cdua︸ ︷︷ ︸

b→d , d→b

+fd(γα)
(1

2
Rcbad +Rcabd

)
Sα

cbuα
a (2.19)

=fd(γα)
(
−Radcb +

1

2
Rcbad +Rcabd

)
Sα

cbuα
a (2.20)

=fd(γα)
1

2

(
−Rcbad +Rcabd + Rcabd︸ ︷︷ ︸

b→c , c→b

)
Sα

cbuα
a (2.21)

=fd(γα)
1

2

(
−Rcbad +Rcabd −Rbacd

)
Sα

cbuα
a (2.22)

=fd(γα)
1

2

(
Rbcad +Rcabd +Rabcd︸ ︷︷ ︸

=0

)
Sα

cbuα
a (2.23)

Zunächst wurde eine Indexumbenennung in (2.19) vorgenommen, um anschlieÿend in
(2.20) im ersten Summanden die Symmetrie des Riemanntensors, Rabcd = Rcdab, auszu-
nutzen. In (2.21) wird die Antisymmetrie des Drehimpulstensors, Scb = −Sbc, in Verbin-
dung mit einer Indexumbenennung ausgenutzt und in (2.22) erneut die Antisymmetrie
des Riemanntensors in den ersten beiden Indizes, für den ersten und dritten Summanden
zu Hilfe gezogen.
Nun steht in (2.23) die erste Bianchi-Identität, wodurch sich (2.18) nach Ausführung des
verbleibenden Integrals, schlieÿlich zu

k∑
α=1

2fb(γ(0))pα
b +∇cfb(γ(0))Sα

cb =

l∑
β=1

2fb(γ(0))pβ
b +∇cfb(γ(0))Sβ

cb (2.24)

ergibt. Daraus lässt sich unabhängig voneinander die Impuls- und Drehimpulserhaltung
ableiten. Die Impulserhaltung folgt, indem einmal eine Testfunktion fb gewählt wird,
welche im Ursprung nicht verschwindet, fb(γ(0)) 6= 0, ihre Ableitung jedoch im Ursprung
verschwindet, ∇cfb(γ(0)) = 0.

k∑
α=1

pα
b =

l∑
β=1

pβ
b (2.25)

Für die Drehimpulserhaltung wird eine Testfunktion fb gewählt, deren Ableitung im
Ursprung nicht verschwindet, ∇cfb(γ(0)) = 0, die Funktion selbst jedoch verschwindet,
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fb(γ(0)) = 0, somit ergibt sich

k∑
α=1

Sα
cb =

l∑
β=1

Sβ
cb . (2.26)

Dies ist gerechtfertigt, da die Beziehung für beliebige Testfunktionen gelten muss.

2.2 Spezialfall Minkowskiraum

Im �achen Raum vereinfachen sich die vorangegangenen Rechnungen, da der Rie-
manntensor verschwindet, wodurch ebenfalls die Geodätengleichung verschwindet, also
ua∇apb = 0 gilt. Der drehimpulslose Fall ist identisch zu (2.2) und Folgende, da dort be-
reits die gleichen Zusammenhänge für die Impulse gelten, nämlich pa = mua, vergleiche
(2.12) und (2.10), für Sab ≡ 0.
Für drehimpulsbehaftete Teilchen ergibt sich aus (2.11) folgende Rechnung, wobei eben-
falls die partiellen Integrationen bereits ausgeführt wurden.

〈∇aT ab, fb〉 = −
k∑

α=1

∫
d4x

[ 0∫
−∞

dτ ∇afb(x)p(a
α u

b)
α δ

4(x− γα)

+

0∫
−∞

dτ ∇a∇cfb(x)Sc(aα ub)α δ
4(x− γα)

]
−

l∑
β=1

. . .

(2.27)

= −
k∑

α=1

0∫
−∞

dτ

2

[
∇afb(γα)pbαu

a
α +∇afb(γα)paαu

b
α

+∇(a∇c)fb(γα)S[ca]
α ubα︸ ︷︷ ︸

=0

+uaα∇a
(
∇cfb(γα)Scbα

)

−∇cfb(γα)uaα∇aScbα︸ ︷︷ ︸
(= 2.11)

]
−

l∑
β=1

. . .

(2.28)

= −
k∑

α=1

0∫
−∞

dτ

2

[
uaα∇a

(
2fb(γα)pbα +∇cfb(γα)Scbα

)

− 2fb(γα)uaα∇apbα︸ ︷︷ ︸
=0

]
−

l∑
β=1

. . .
!

= 0

(2.29)
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k∑
α=1

fb(γ(0))pbα +
1

2
∇cfb(γ(0))Scbα =

l∑
β=1

fb(γ(0))pbβ +
1

2
∇cfb(γ(0))Scbβ (2.30)

Zunächst wurden die Symmetrisierungen ausgeführt, die Antisymmetrie des Drehimpul-
stensors, sowie die Symmetrie der kovarianten Ableitung im Minkowskiraum ausgenutzt
und ein Drehimpulsterm in eine totale Ableitung überführt. Anschlieÿend wird die Glei-
chung der Spinpräzession ausgenutzt und der verbleibende Term in eine totale Ableitung
überführt.
Wie im allgemeinen Fall ergibt sich durch geeignete Wahl der Testfunktion fb die Impuls-
und Drehimpulserhaltung separat.

3 Linearisierte Gravitation

Da in der Allgemeinen Relativitätstheorie selbst das Zweikörperproblem nicht ana-
lytisch lösbar ist, müssen geeignete vereinfachende Annahmen getro�en werden. Weit
verbreitet ist die Methode, die Feldgleichungen der Allgemeinen Relativitätstheorie zu li-
nearisieren. Dies bedeutet, dass eine Lösung betrachtet wird, welche sich durch eine kleine
Störung einer bekannten stationären Lösung darstellen lässt. Alle zur Behandlung eines
konkreten Problems benötigten Entitäten werden dann bis zur linearen Ordnung der Stö-
rung entwickelt. Von Interesse ist dabei die neue Struktur der Raumzeit, genauer, wie sich
die Krümmung des Raumes durch die Störung ändert. Dazu werden aus der linearisierten
Metrik zunächst die resultierenden linearisierten Christo�elsymbole bestimmt. Aus die-
sen wiederum lässt sich der linearisierte Riemanntensor berechnen, welcher schlussendlich
durch Verjüngung den linearisierten Riccitensor und somit die linearisierten Einsteinglei-
chungen liefert.

3.1 Störung der Minkowskimetrik

Der Raum in welchem sich die Gravitationswellen ausbreiten, soll einem Minkowski-
raum entsprechen, welcher lediglich im Bereich der Quelle eine kleine Störung aufweist.
Die Metrik soll von einem reellen Parameter s abhängen, nach welchem bis zur ersten
Ordnung entwickelt wird und alle Terme quadratischer oder höherer Ordnung vernach-
lässigt werden, da die Störung klein, im Sinne von s� 1, sein soll. Die Störung γab wird
aus der Metrik gab nach dem Schema

γab =
∂

∂s
gab(s)

∣∣∣∣
s=0

(3.1)

10



gewonnen. Die linearisierte Metrik wird dann aus der ungestörten Metrik gab(s = 0) = ηab,
welche hier der Minkowskimetrik entspricht, und der zunächst nicht näher bekannten
Störung γab zusammengesetzt

gab = ηab + γab . (3.2)

Die Inverse gab lässt sich aus (3.2) und der Forderung, dass sie ebenfalls aus der inver-
sen Minkowskimetrik ηab und einem inversen Störterm γab zusammengesetzt sein soll,
bestimmen.

1
!

= gabgbc =
(
ηab ± γab

)(
ηbc + γbc

)
= ηabηbc︸ ︷︷ ︸

=1

+ηabγbc ± γabηbc ± γabγbc︸ ︷︷ ︸
O(s2)

⇒ gab = ηab − γab (3.3)

Der Übergang zwischen ko- und kontravarianten Indizes wird mit der ungestörten Min-
kowskimetrik ηab vollzogen, da anderen Falls die linearisierte Näherung verlassen würde.

3.2 Linearisierte Christo�elsymbole

Die Christo�elsymbole einer pseudo-riemannschen Mannigfaltigkeit mit Levi-Civita-
Zusammenhang ∇a lassen sich für eine lokale Karte durch die Metrik gab ausdrücken. Es
gibt zwei Arten von Christo�elsymbolen

Γabc =
1

2

(
∂bgca + ∂cgba − ∂agbc

)
(3.4)

Γabc =
1

2
gad
(
∂bgcd + ∂cgbd − ∂dgbc

)
. (3.5)

(3.4) werden als Christo�elsymbole 1. Art und (3.5) als Christo�elsymbole 2. Art bezeich-
net. Sie sind zwar keine tensoriellen Gröÿen, lassen sich jedoch mit Hilfe der Metrik, was
bereits aus obigen Gleichungen ersichtlich ist, ineinander überführen Γabc = gadΓdbc. Aus
der Symmetrie der Metrik folgt, dass die Christo�elsymbole in den letzten zwei Indizes
symmetrisch sind Γabc = Γacb.
Um die linearisierten Christo�elsymbole aus der gestörten Metrik gab zu gewinnen, bietet
es sich der Einfachheit halber an, zunächst die Christo�elsymbole 1. Art zu verwenden.
Es wird die linearisierte Metrik (3.2) in (3.4) unter Verwendung von (3.1) eingesetzt und
bis zur ersten Ordnung nach s entwickelt. Die kovariante Ableitung von ηab wird mit ∇a
und die linearisierten Christo�elsymbole mit δΓabc notiert.

δΓabc =
∂

∂s
Γabc(s)

∣∣∣∣∣
s=0

=
∂

∂s

1

2

(
∇cgba(s) +∇bgca(s)−∇agbc(s)

)∣∣∣∣∣
s=0

(3.6)
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=
1

2

∂

∂s

(
∇c
(
ηba + sγba

)
+∇b

(
ηca + sγca

)
−∇a

(
ηbc + sγbc

))
+O(s2)

]∣∣∣∣∣
s=0

(3.7)

=
1

2

∂

∂s

[(
∇cηba +∇bηca −∇aηbc

)
+ s

(
∇cγba +∇bγca −∇aγbc

)

+O(s2)

]∣∣∣∣∣
s=0

(3.8)

=
1

2

(
∇cγba +∇bγca −∇aγbc

)
(3.9)

In der Allgemeinen Relativitätstheorie ist es üblich mit den Christo�elsymbolen 2. Art
zu arbeiten. Diese lassen sich mit der Konvention, dass Indizes mit der Minkowskimetrik
ηab gesenkt bzw. deren Inverse gehoben werden, aus (3.9) einfach bestimmen

δΓabc =
1

2
ηad
(
∇cγbd +∇bγcd −∇dγbc

)
. (3.10)

3.3 Linearisierter Riemann- und Einsteinsteintensor

Der Einsteintensor Gab und die Einsteingleichungen

Gab = Rab −
1

2
gabR = 8πTab , (3.11)

mit dem Riccitensor Rab und dem Krümmungsskalar R, sollen ebenfalls bis zur ersten
Ordnung des Parameters s der Metrik entwickelt werden. Der Riemanntensor ist für einen
Zusammenhang ∇ über folgende Beziehung de�niert

R d
abc xd = ∇a∇bxc −∇b∇axc . (3.12)

mit einer beliebigen 1-Form xc.
Unter Verwendung der Transformationsformel, welche kovariante Ableitungen ineinander
überführt,

∇′′a T b1...bnc1...cm =∇′a T b1...bnc1...cm + Γb1ad T
db2...bn

c1...cm + Γb2ad T
b1db3...bn

c1...cm

+ . . .+ Γbnad T
b1...bn−1d

c1...cm

− Γdac1 T
b1...bn

dc2...cm
− Γdac2 T

b1...bn
c1dc3...cm

− . . .− Γdacm T
b1...bn

c1...cm−1d
,

(3.13)

lautet der Riemanntensor bezüglich einer lokalen Karte

R d
abc = −∂aΓdbc + ΓeacΓ

d
be + ∂bΓ

d
ac − ΓebcΓ

d
ae (3.14)
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und bezüglich einer beliebigen kovarianten Ableitung ∇a

R d
abc = −∇aΓdbc +∇bΓdac . (3.15)

Aus (3.15) ergibt sich der linearisierte Riemanntensor δR d
abc mit den linearisierten Chri-

sto�elsymbolen zu

δR d
abc = −∇aδΓdbc +∇bδΓdac . (3.16)

Da der Krümmungsskalar und der Riccitensor Kontraktionen des Riemanntensors sind

R = gabRab = gabR c
acb , (3.17)

lassen sie sich durch die Christo�elsymbole darstellen. Für die kovariante Ableitung ∇a
der Minkowskimetrik ηab ergibt sich der linearisierte Riccitensor gemäÿ (3.17) und (3.10),
sowie der Tatsache, dass ηab kovariant konstant ∇cηab = 0 ist, zu

δRab = δR c
acb =

1

2
ηcd
(
−∇a∇cγbd +∇a∇bγcd −∇a∇dγcb +∇c∇aγbd

+∇c∇bγad −∇c∇dγab
) (3.18)

=
1

2

(
−∇a∇bγcc +∇c∇aγbc +∇c∇bγac −∇c∇cγab

)
. (3.19)

Für den linearisierten Krümmungsskalar ergibt somit

δR = −∇a∇aγcc +∇b∇cγcb . (3.20)

Die linearisierte Form der Einsteingleichung

δGab = δRab −
1

2
gabδR , (3.21)

mit dem linearisierten Riccitensor (3.19) und linearisierten Krümmungsskalar (3.20), lässt
sich durch Einführen einer neuen Gröÿe hab, de�niert über

γab = hab −
1

2
ηabη

cdhcd , (3.22)

sehr kompakt schreiben. Durch die Wahl der Eichung ∇bhab = 0, vgl. [1], vereinfacht sich
der linearisierte Riccitensor und es lässt sich schlieÿlich für den linearisierten Einstein-
tensor

δGab = −1

2
∇c∇chab = 8πTab (3.23)

schreiben. Die zunächst unbekannte Störgröÿe γab der Metrik lässt sich nun also durch
den Energie-Impuls-Tensor Tab mit Hilfe der Formeln (3.23) und (3.22) bestimmen.
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4 Geodätische Abweichung

Von praktischem Interesse ist das Verhalten von Testmassen unter dem Ein�uss von
Gravitationsstrahlung. Da sich frei fallende Testmassen per de�nitionem in einer Raum-
zeit auf Geodäten bewegen, eignen sie sich um die geodätische Abweichung zu �messen�.
Im �achen Raum entsprechen Geodäten Geraden. Durch die betrachtete Störung γab der
Minkowskimetrik ηab ergeben sich, wie im vorherigen Kapitel gezeigt, nicht verschwinden-
de Komponenten des Riemanntensors und somit eine Krümmung der Raumzeit, welche
sich durch Relativbewegungen der Testmassen äuÿert. De�niert man einen Vektor xa, der
zwei Testmassen verbindet, lässt sich durch dessen Zeitableitungen, analog zur klassischen
Mechanik, eine Geschwindigkeit va, mit welcher sich die Testmassen relativ zueinander
bewegen, und eine Beschleunigung aa de�nieren. Diese Gröÿen werden jeweils von ei-
nem Beobachter im Ruhesystem einer Testmasse gemessen und geben an, mit welcher
Beschleunigung die anderen Testmassen relativ zum Beobachter beschleunigt werden. Im
Sinne einer Kraft erfährt jedoch keiner der Beobachter im Bezugssystem jeder Testmasse
eine Beschleunigung.
Formal wird eine einparametrige Gruppe von Geodäten γs betrachtet, sodass der Verbin-
dungsvektor xa eine in�nitesimale Gröÿe ist, vgl. Abbildung 1. ta bezeichnet die Tangente

Abbildung 1: Zwei
Geodäten einer Schar
mit Parameter s, Ver-
bindungsvektor xa und
Tangente ta

der jeweiligen Geodäte und die Geschwindigkeit va ergibt sich als einfache, die Beschleu-
nigung aa als zweifache Richtungsableitung von xa entlang γs

aa = tc∇cva = tc∇c
(
tb∇bxa

)
. (4.1)
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Durch eine a�ne Parametrisierung der Geodäten wird erreicht, dass die Vektorfelder xa

und ta vertauschen1, nämlich

tb∇bxa = xb∇bta . (4.2)

Mit Hilfe dieser Beziehung, lässt sich die geodätische Abweichung wie folgt ausdrücken.

aa = tc∇c
(
tb∇bxa

)
= tc∇c

(
xb∇bta

)
=
(
tc∇cxb

)(
∇bta

)
+ xbtc∇c∇bta

gemäÿ (3.12)
=

(
xc∇ctb

)(
∇bta

)
+ xbtc∇b∇cta︸ ︷︷ ︸

b→c, c→b

+R a
bcd x

btctd

= xc∇c
(
tb∇bta

)︸ ︷︷ ︸
=0

+R a
bcd x

btctd

= R a
bcd x

btctd

(4.3)

Die geodätische Abweichung ist also vollständig durch den Riemanntensor bestimmt. (4.3)
wird auch als Jacobigleichung bezeichnet. Obiger Ausdruck lässt sich durch die Form der
Tangenten ta = (1, 0, 0, 0) im Ruhesystem der Testmassen weiter vereinfachen.

∂2(
∂x0

)2xa = R a
b00 x

b (4.4)

Um das Verhalten der Testmassen zu beschreiben, sind also nur die Komponenten des
Riemanntensors relevant, welche in jedem Block einen zeitlichen Index tragen.

5 Asymptotisch �ache Raumzeit

Damit die Betrachtung von isolierten Quellen, wie sie im Kapitel 2 beschrieben wurden,
gerechtfertigt ist, werden asymptotisch �ache Raumzeiten zur Beschreibung der Phäno-
mene benutzt. Die Idee einer isolierten Quelle ist, dass für einen unendlich entfernten
Beobachter die Quelle nicht wahrnehmbar ist. Für Quellen eines Gravitationsfeldes, be-
deutet dies, dass die Raumzeit, welche ein unendlich weit entfernter Beobachter wahr-
nimmt, einer Minkowskiraumzeit entspricht, das heiÿt die Raumkrümmung ist null. Dieses
Konzept lässt sich erweitern, indem die Forderung, dass die Raumkrümmung im Unendli-
chen verschwindet, abgeschwächt wird und lediglich gefordert wird, dass die Einsteinglei-
chung (3.11) durch eine stationäre Lösung beschrieben werden kann. Asymptotisch �ache

1 Näheres ist in [1] zu �nden.
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Raumzeiten entsprechen im Unendlichen also einer stationären Raumzeit. Die allgemein-
ste stationäre Lösung ist die Kerr-Newman-Metrik, für elektrisch geladene rotierende
Schwarze Löcher. Von gröÿerer praktischer Bedeutung ist die Kerr-Metrik für ungeladene
rotierende Schwarze Löcher.
Bedeutende Arbeit zur asymptotischen Beschreibung von Raumzeiten wurde von Ro-
ger Penrose 1963 [6] geleistet. Formal wird ein Punkt einer Raumzeit M̃ und dessen
Umgebung im Unendlichen beschrieben, indem die Raumzeit M̃ in eine gröÿere Man-
nigfaltigkeit M eingebettet wird. Die Raumzeit M̃ , in welcher physikalische Vorgänge
beschrieben werden sollen, wird als physikalische Raumzeit und M als unphysikalische
Raumzeit bezeichnet. Die Einbettung erfolgt durch eine konforme Abbildung Ω, sodass
M̃ ein o�enes Gebiet von M ist, vlg. Abbildung 2. Ein Punkt X ∈ ∂M̃ auf dem Rand

Abbildung 2: Darstel-
lung konformer Unend-
lichkeit nach Penrose [6]

von M̃ , welcher Punkte im Unendlichen repräsentiert, kann somit als eindeutiger Punkt
in M behandelt werden. Phänomene im Unendlichen von M̃ werden in einer Umgebung
von X behandelt. Die Metriken der physikalischen und unphysikalischen Raumzeiten sind
durch die konforme Transformation

gab = Ω2g̃ab (5.1)

miteinander verknüpft. ∂M̃ lässt sich aufteilen in Punkte, welche räumlich, zeitlich und
lichtartig im Unendlichen liegen. Der räumliche Rand von M̃ wird mit I0, der zeitliche
mit I± und der lichtartige mit I ± bezeichnet, wobei die Vorzeichen der zeit- und lichtar-
tigen Ränder den Zukunfts- (+) und Vergangenheitslichtkegeln (−) entsprechen. In dieser
Darstellung der physikalischen Raumzeit M̃ haben lichtartige Geodäten stets ihren Ur-
sprung in I − und ihren Endpunkt auf I +. Alle zeitartigen Weltlinien entspringen in I−

und enden in I+, welche in M je ein einzelner Punkt sind. Alle unendlich weit in der Ver-
gangenheit liegenden Punkte wurden, in Analogie zur stereographischen Projektion, zu
einem einzelnen Punkt I− zusammen gefasst. Gleiches gilt für alle Punkte in unendlicher
Zukunft und unendlicher räumlicher Entfernung, welche zu I+ bzw. I0, zusammen gefasst
wurden. Je nach Anwendungsfall werden zur besseren Darstellung manchmal die Punkte
I±, ebenso wie I0, nicht als einzelne Punkte gezeichnet, sondern als die End�ächen eines
Zylinders, vgl. Abbildung 2 links.
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6 Retardierte Kugelkoordinaten

In Abbildung 3 wird die Wechselwirkung von Punktteilchen innerhalb des zuvor einge-
führten Penrose Diagramm dargestellt. Betrachtet wird die Interaktion der Punktteilchen
p1 und p2, welche am Raumzeitpunkt S zu p3 verschmelzen. Die Gravitationswellen, wel-
che durch die Wechselwirkung der Teilchen entstehen, breiten sich entlang lichtartiger
Geodäten aus. Zur Beschreibung dieses Vorgangs bieten sich retardierte Kugelkoordina-

Abbildung 3: Visuali-
sierung eines Raumzei-
tereignisses in Bondi-
Koordinaten

ten an, da die Gravitationswellen von einem Beobachter mit Abstand r zum Punkt S,
aufgrund der endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit, nämlich der Lichtgeschwindigkeit,
verzögert wahrgenommen werden. Hermann Bondi führte Koordinaten ein, für welche sich
entlang der Null Geodäten nur eine Koordinate ändert, vgl. [7] und [8]. Diese Koordinate
entspricht dem Abstand r des Beobachters zum Ereignis S. Die Zeitkoordinate wird mit u
bezeichnet und steht senkrecht auf r. Somit ist für jedes u = const. eine Null-Hyper�äche
de�niert, auf welcher sich Licht und insbesondere Gravitationswellen ausbreiten. In Ab-
bildung 3 entsprechen diese Hyper�ächen für das Ereignis S(u) den Lichtkegeln.
Um im Folgenden alle Vorgänge in den soeben eingeführten Koordinaten zu beschreiben,
müssen die zuvor eingeführten Entitäten der linearisierten Gravitation in diesen ausge-
drückt werden. Ausgangspunkt ist die Minkowskimetrik in kartesischen Koordinaten mit
folgender Vorzeichenkonvention und dem Linienelement

ds2 = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2 . (6.1)

Die Matrixdarstellung lautet

ηµν =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 . (6.2)
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Zunächst wird in Kugelkoordinaten gewechselt, da die auslaufenden Wellen Kugelwellen
sind. Das Linienelement schreibt sich nun als

ds2 = −dt2 + dr2 + r2sAB dxAdxB , (6.3)

wobei sAB die Metrik der Zweisphäre mit den Winkelkoordinaten xA ist.
Da die Wellen am Ort des Beobachters verzögert eintre�en, wird zur retardierten Zeitko-
ordinate übergegangen. Konkret wird die Koordinatentransformation

u = t− r mit r =
√
x2 + y2 + z2 (6.4)

durchgeführt. Aus

du = dt− dr , (6.5)

folgt für das Linienelement in den transformierten Koordinaten also

ds2 = −du2 − dudr − drdu+ r2sAB dxAdxB . (6.6)

In Matrixschreibweise lautet die Minkowskimetrik nun

ηµν =


−1 −1
−1 0

0 0
0 0

0 0
0 0

r2sAB

 , (6.7)

sowie deren Inverse

ηµν =


0 −1
−1 1

0 0
0 0

0 0
0 0

r−2sAB

 . (6.8)

6.1 Christo�elsymbole der Minkowskimetrik

Da nicht mehr in kartesischen Koordinaten, sondern in retardierten Kugelkoordinaten
gearbeitet wird, verschwinden auch nicht mehr alle Christo�elsymbole der Minkowskime-
trik ηµν in den retardierten Kugelkoordinaten (u, r, xA). In der im Folgenden verwendeten
Notation, bezeichnet Γ̂ABC die Christo�elsymbole der Einheitszweisphäre sAB. Indizes,
welche durch griechische Buchstaben notiert werden, laufen über alle vier Koordinaten
(u, r, xA). Kleine römische Buchstaben notieren lediglich die Koordinaten u und r, groÿe
römische Buchstaben, wie bereits angedeutet, nur die zwei Winkelkoordinaten.
Die Christo�elsymbole lauten demnach gemäÿ (3.5) für ηµν mit den Matrixelementen aus
(6.7) und (6.8) wie folgt.

Γαuu =
1

2
ηαβ
(

2∂u ηuβ︸︷︷︸
=konst.∀β

−∂β ηuu︸︷︷︸
=konst.

)
= 0 (6.9)
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Γαur =
1

2
ηαβ
(
∂u ηrβ︸︷︷︸

=konst.∀β

+∂r ηuβ︸︷︷︸
=konst.∀β

−∂β ηur︸︷︷︸
=konst.

)
= 0 (6.10)

Γαrr =
1

2
ηαβ
(

2∂r ηrβ︸︷︷︸
=konst.∀β

−∂β ηrr︸︷︷︸
=0

)
= 0 (6.11)

ΓαuA =
1

2
ηαβ
(
∂u ηAβ︸︷︷︸

=unabh. vonu

+∂A ηuβ︸︷︷︸
=konst.∀β

−∂β ηuA︸︷︷︸
=0

)
= 0 (6.12)

ΓαrA =
1

2
ηαβ
(
∂r ηAβ︸︷︷︸

=0∀β=a

+∂A ηrβ︸︷︷︸
=konst.∀β

−∂β ηrA︸︷︷︸
=0

)
=

1

2
ηαC∂ηAC = r ηαCsAC

⇒ ΓarA = 0 , ΓBrA =
1

r
sBCsAC =

1

r
δBA

(6.13)

ΓuAB =
1

2
ηur︸︷︷︸
=−1

(
∂A ηBr︸︷︷︸

=0

+∂B ηAr︸︷︷︸
=0

−∂rηAB
)

= r sAB (6.14)

ΓrAB =
1

2
ηra
(
∂A ηBa︸︷︷︸

=0

+∂B ηAa︸︷︷︸
=0

−∂a ηAB︸︷︷︸
=unabh. vonu

)
a=r
= −r sAB (6.15)

ΓABC =
1

2
ηAD

(
∂BηCD + ∂CηBD − ∂DηBC

)
=

1

2
sAD

(
∂BsCD + ∂CsBD − ∂DsBC

)
= Γ̂ABC

(6.16)

6.2 Linearisierte Christo�elsymbole

Die linearisierten Christo�elsymbole δΓαβγ , welche im Allgemeinen nicht verschwinden
und nicht mit den Christo�elsymbolen der Hintergrundmetrik übereinstimmen, lassen
sich in den zuvor gewählten Koordinaten, vgl. Kapitel 6, ausdrücken. Dazu wird zunächst
die kovariante Ableitung ∇α in (3.10) unter Verwendung von (3.13) in die gewöhnliche
Koordinatenableitung ∂α überführt

δΓαβγ =
1

2
ηαδ
(
∇βγγδ +∇γγβδ −∇δγβγ

)
(6.17)

=
1

2
ηαδ
(
∂βγγδ − Γεβγγεδ − Γεβδγγε + ∂γγβδ − Γεγβγεδ − Γεγδγβε

− ∂δγβγ + Γεδβγεγ + Γεδγγβε

) (6.18)
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=
1

2
ηαδ
(
∂βγγδ + ∂γγβδ − ∂δγβγ − 2Γεβγγδε

)
. (6.19)

Damit ergeben sich die linearisierten Christo�elsymbole zu

δΓabc =
1

2
ηad
(
∂bγcd + ∂cγbd − ∂dγbc

)
(6.20)

δΓaBc =
1

2
ηad
(
D̂Bγcd + ∂cγBd − ∂dγBc −

2

r
γBd

(
∂cr
))

(6.21)

δΓaBC =
1

2
ηad
(
D̂BγCd + D̂CγBd − ∂dγBC + 2rsBCγde

(
∂er
))

(6.22)

δΓAbc =
1

2
ηAD

(
∂bγcD + ∂cγbD − D̂Dγbc

)
(6.23)

δΓABc =
1

2
ηAD

(
D̂BγcD + ∂cγBD − D̂DγBc −

2

r
γDB

(
∂cr
))

(6.24)

δΓABC =
1

2
ηAD

(
D̂BγCD + D̂CγBD − D̂DγBC + 2rsBCγDe

(
∂er
))
, (6.25)

wobei D̂A die kovariante Ableitung auf der Zweisphäre sAB bezeichnet.

6.3 Linearisierter Riemanntensor

Analog zu den Christo�elsymbolen lässt sich ebenfalls der linearisierter Riemanntensor
Rαβγδ in retardierten Kugelkoordinaten ausdrücken. Aus der allgemeinen Form (3.16)
ergibt sich nach Transformation der kovarianten Ableitung (3.13) der linearisierte Rie-
manntensor allgemein zu

δR δ
αβγ = −∂αδΓδβγ + ∂βδΓ

δ
αγ + ΓεαγδΓ

δ
βε − ΓδαεδΓ

ε
βγ − ΓεβγδΓ

δ
αε + ΓδβεδΓ

ε
αγ . (6.26)

Die Komponenten des Riemanntensors lassen sich aus den zuvor bestimmten Christo�el-
symbolen der Minkowskimetrik (6.9) f.f. und den linearisierten Christo�elsymbolen (6.20)
f.f. bestimmen. Unter Ausnutzung der Symmetrie des Riemanntensors

Rαβγδ = −Rαβδγ = Rβαδγ = Rγδαβ , (6.27)

genügt es sechs Ausdrücke zu berechnen, welche den Riemanntensor vollständig charak-
terisieren.
Mit Hinblick auf die nachfolgenden Rechnungen wird der linearisierte Riemanntensor
(3.16) in eine Form, sodass er ausschlieÿlich kovariante Indizes trägt, überführt.

δRαβγδ = ηδεδR
ε

αβγ (6.28)
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Die Komponenten werden wie zuvor in Winkel-, notiert mit groÿen römischen Buchsta-
ben, sowie radiale und zeitliche, notiert mit kleinen römischen Buchstaben, Koordinaten
ausgedrückt und lauten für die gewählte Karte, gemäÿ (6.26)

δRabcd =2ηde∂[bδΓ
e
a]c (6.29)

=ηdeη
ef
[
∂c∂[bγa]f + ∂f∂[aγb]c

]
= ∂c∂[bγa]d + ∂d∂[aγb]c (6.30)

δRAbcd =ηde

[
2∂[bδΓ

e
A]c + ΓζAcδΓ

e
ζb − ΓeAζδΓ

ζ
bc

]
(6.31)

=∂b∂[cγd]A + D̂A∂[dγc]b

+
1

r

(
∂bγA[c

(
∂d]r

)
+ D̂Aγb[d

(
∂c]r

)
+ ∂[c|γAb

(
∂|d]r

)) (6.32)

δRABcd =ηde

[
2D̂[BδΓ

e
A]c + ΓFAcδΓ

e
FB + ΓeFBδΓ

F
Ac − ΓFBcδΓ

e
FA − ΓeFAδΓ

F
BC

]
(6.33)

=D̂[BD̂A]γcd + ∂cD̂[BγA]d + ∂dD̂[AγB]c

+
2

r

[
D̂[AγB]d

(
∂cr
)

+ D̂[BγA]c

(
∂dr
)] (6.34)

δRAbCd =ηde

[
− D̂AδΓ

e
bC + ∂bδΓ

e
AC + ΓfACδΓ

e
fb − ΓFbCδΓ

e
AF − ΓeAF δΓ

F
bC

]
(6.35)

=D̂C∂[bγA]d +
1

2
∂d

(
D̂AγbC − ∂bγAC

)
+ rsAC

(1

2
∂dγbe + ∂[bγe]d

)(
∂er
)

+
1

r

[
D̂[CγA]b

(
∂dr
)

+ D̂[AγC]d

(
∂br
)

+ ∂(d|γAC
(
∂|b)r

)]
− 1

r2
γAC

(
∂br
)(
∂dr
)

(6.36)

δRABCd =ηde

[
2D̂[BδΓ

e
A]C + ΓfACδΓ

e
fB + ΓeBF δΓ

F
AC − ΓfBCδΓ

e
Af − ΓeAF δΓ

F
BC

]
(6.37)

=D̂[BD̂A]γCd + D̂CD̂[BγA]d + ∂dD̂[AγB]C

+ rsBC

[
∂[eγd]A −

1

2
D̂Aγde

](
∂dr
)

+ rsAC

[
∂[dγe]B +

1

2
D̂Bγde

](
∂er
)

+
2

r
D̂[BγA]C

(
∂dr
)

+ 2sC[AγB]d + sC[BγA]e

(
∂dr
)(
∂er
)

(6.38)

δRABCD =ηDE

[
D̂[BδΓ

E
A]C + ΓfACδΓ

E
Bf + ΓEBfδΓ

f
AC − ΓfBCδΓ

E
Af − ΓEAfδΓ

f
BC

]
(6.39)
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=D̂[BD̂A]γCD + D̂AD̂[DγC]B + D̂BD̂[CγD]A

+ r
[
sAC

(
D̂(DγB)e −

1

2
∂eγBD

)
− sBC

(
D̂(AγD)e −

1

2
∂eγAD

)](
∂er
)

+
1

r

[
sBD

(
D̂(AγC)e −

1

2
∂eγAC

)
+ sAD

(
− D̂(BγC)e + ∂eγBC

)](
∂er
)

+ 2sC[AγB]D + 2r2sD[BsA]Cγef
(
∂er
)(
∂fr
)
,

(6.40)

wobei, um die Notation übersichtlicher zu halten, die Äquivalenz D̂Aγbc = ∂Aγbc ausge-
nutzt wurde, um die kovarianten Ableitungen D̂A auf der Zweisphäre ebenfalls durch die
partielle Ableitung ∂A auszudrücken, sofern sie auf keine Winkelkoordinaten der Störung
wirken. Eine ausführliche Berechnung �ndet sich in Appendix A.1.

7 Lösung der Einsteingleichung

Wie im Kapitel 3.3 beschrieben, kann der Energie-Impuls-Tensor mit der Störung der
Metrik in Verbindung gebracht werden. Im Folgenden wird dieser Zusammenhang für die
Fälle von nicht rotierenden, sowie rotierenden Teilchen in retardierten Kugelkoordinaten
berechnet.

7.1 Quellteilchen ohne Drehimpuls

Es wird die linearisierte Einsteingleichung ∇γ∇γhαβ = −16πTαβ , vgl. (3.23), gelöst,
wobei hαβ die spurkorrigierte Störung der Metrik nach (3.22) und Tαβ der Energie-Impuls-
Tensor (2.1) ist. Für eine detaillierte Herleitung siehe [1]. Die Rechnung wird zunächst
mit dem Teilchenimpuls (p′α) = m(1, 0, 0, 0) ausgeführt und das Ergebnis anschlieÿend
durch eine Lorentz-Transformation auf beliebige Impulse verallgemeinert. Um in der No-
tation konsistent zu bleiben, werden gestrichene Variablen in den Koordinaten x′α, in
welchen der Impuls obige Form annimmt, und ungestrichene Variablen für Koordinaten
xα, in welchen die Impulse die allgemeine Form (pα) = (E, p1, p2, p3) annehmen, verwen-
det, wobei E die Energie des Teilchens und r = |~x| den Abstand zu einem Beobachter
bezeichnet.

h′αβ = 8

∫
R4

d4x′′Θ(t′ − t′′)δ((t′ − t′′)2 − ‖~x′ − ~x′′‖2)

∞∫
0

dτ p′(αu
′
β)δ(x

′′ − τ) (7.1)
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= 8

∞∫
0

dτ Θ(t′ − τ)δ((t′ − τ)2 − |~r′|2)p′(αu
′
β) (7.2)

s=t′−τ
= −8

−∞∫
t′

dsΘ(s)
1

2r′

[
δ(s− r′) + δ(s+ r′)

]
p′(αu

′
β) (7.3)

= 4

∞∫
−∞

ds

r′
Θ(t′ − s)Θ(s)

[
δ(s− r′) + δ(s+ r′)

]
p′(αu

′
β) (7.4)

=
4

r′

[
Θ(t′ − r′)Θ(r′) + Θ(r′ + t′) Θ(−r′)︸ ︷︷ ︸

=0

]
p′(αu

′
β) (7.5)

= 4
Θ(u′)

r′
p′(αu

′
β) (7.6)

Die Rechnung wurde nur für ein auslaufendes Teilchen aus (2.1), stellvertretend für den
vollen Energie-Impuls-Tensor, ausgeführt. Der volle Störungsterm lautet für k einlaufende
und l auslaufende Teilchen

h′αβ =
4

r′

[ k∑
i=1

Θ(−u′)p′i(αu
′
iβ) +

l∑
j=1

Θ(u′)p′j(α
u′jβ)

]
, (7.7)

Um das Ergebnis für allgemeine Koordinaten zu erhalten, werden aus folgender Trans-
formation die relevanten Komponenten r′ und t′ gewonnen.

x′ = Λx =


E
m −p1

m −p2
m −p3

m
−p1
m
−p2
m
−p3
m

δij +
E
m
−1

p2
pipj



t
x1

x2

x3

 (7.8)

=



E
m t−

~p~x
m

−p1
m t+ x1 +

E
m
−1

p2

(
p1

2x1 + p1p2x2 + p1p3x3

)
−p2
m t+ x2 +

E
m
−1

p2

(
p2p1x1 + p2

2x2 + p2p3x3

)
−p3
m t+ x3 +

E
m
−1

p2

(
p3p1x1 + p3p2x2 + p3

2x3

)

 =


t′

x′1
x′2
x′3

 (7.9)

Es ergeben sich nach einer länglichen aber trivialen Rechnung, welche hier nicht gezeigt
wird, r′ und t′ zu

t′ =
E

m
t− ~p~x

m
=
E

m

(
u+ r

)
− p

m
r cos(θ) (7.10)

r′ = r

[(
E − p cos(θ)

)2
m2

+ 2
u

r

p

m2

(
p− E cos(θ)

)
+
u2

r2

p2

m2

] 1
2

, (7.11)
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wobei ~p~x = pr cos(θ), mit p ≡ |~p|, r ≡ |~x|, θ der Winkel zwischen Impulsvektor des
Teilchens und Ortsvektor eines Beobachters im euklidischen Raum, und (6.4) verwendet
wurde.
Um aus (7.7) die Störung in den zuvor eingeführten retardierten Kugelkoordinaten (6.6)
zu gewinnen, muss der Impuls pα mit α ∈ (t, x1, x2, x3) zu pα mit α ∈ (u, r,A,B) trans-
formiert werden. Dazu wird der Winkelanteil des Skalarprodukts ~p~x als eine Kugel�ä-
chenfunktion f(ẑ) = ẑp̂ des Einheitsvektors des Impulses p̂ und ẑ geschrieben, sodass
gilt

pαx
α = −E

(
u+ r

)
+ prf(ẑ) . (7.12)

Für die Koordinatentransformation des Impulses ergibt sich

pu = ∂u
(
pαx

α
)

= −E (7.13)

pr = ∂r
(
pαx

α
)

= −E + pf(ẑ) (7.14)

pA = ∂A
(
pαx

α
)

= prD̂Af(ẑ) . (7.15)

Daraus lassen sich die Komponenten von hαβ eines auslaufenden Teilchens gemäÿ (7.7)
bestimmen, wobei nun das Argument der Funktion f nicht mehr explizit notiert wird
und pα = muα verwendet wurde.

huu =
4

m

Θ(u′)

r′
E2 (7.16)

hur =
4

m

Θ(u′)

r′

(
E2 − Epf

)
(7.17)

hrr =
4

m

Θ(u′)

r′

(
pf − E

)2
(7.18)

huA = − 4

m

Θ(u′)

r′
EprD̂Af (7.19)

hrA =
4

m

Θ(u′)

r′

(
p2rfD̂Af − EprD̂Af

)
(7.20)

hAB =
4

m

Θ(u′)

r′
p2r2

(
D̂Af

)(
D̂Bf

)
(7.21)

Nach der Rücktransformation (3.22) lauten die Komponenten der Störung γαβ

γuu =
4

m

Θ(u′)

2r′

(
E2 + p2f2 + p2sAB

(
D̂Af

)(
D̂Bf

))
(7.22)

γur =
4

m

Θ(u′)

2r′

(
− 2Epf + E2 + p2f2 + p2sAB

(
D̂Af

)(
D̂Bf

))
(7.23)

γrr = hrr =
4

m

Θ(u′)

r′

(
E2 − 2Epf + p2f2

)
(7.24)
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γAu = hAu = − 4

m

Θ(u′)

r′
r
(
EpD̂Af

)
(7.25)

γAr = hAr =
4

m

Θ(u′)

r′
r
(
p2fD̂Af − EpD̂Af

)
(7.26)

γAB =
4

m

Θ(u′)

2r′
r2
(
E2sAB − p2f2sAB + 2p2

(
D̂Af

)(
D̂Bf

)
− p2sABs

CD
(
D̂Cf

)(
D̂Df

))
.

(7.27)

Unter Ausnutzung der Beziehung sAB
(
D̂Af

)(
D̂Bf

)
= 1−f2 für Kugel�ächenfunktionen

vereinfachen sich γuu, γur und γAB zu

γuu =
2

m

Θ(u′)

r′

(
E2 + p2

)
(7.28)

γur =
2

m

Θ(u′)

r′

(
E2 + p2 − 2Epf

)
(7.29)

γAB =
2

m

Θ(u′)

r′
r2
(

2p2
(
D̂Af

)(
D̂Bf

)
+m2sAB

)
. (7.30)

Damit kann nun γαβ in Potenzen von u
r entwickelt werden. Dazu wird die Wurzel im

Term 1
r′ , vgl. (7.11), in

u
r entwickelt. u′ wird analog zu (6.4) aus den Ausdrücken (7.10)

und (7.11) gebildet.

1

r′
=

1

r

[
m(

E − pf
) − (u

r

) mp(p− Ef)(
E − pf

)3 +
(u
r

)2 2mp2
(
p− Ef

)2 −m3p2
(
1− f2

)
2
(
E − pf

)5
+O

(u
r

)3
] (7.31)

u′ =
E

m

(
u+ r

)
− p

m
rf − r

(
E − pf

)
m

[
1 +

(u
r

) p(p− Ef)(
E − pf

)2
+
(u
r

)2 m2p2
(
1− f2

)
2
(
E − pf

)4 +O
(u
r

)3
] (7.32)

=u

[
m

E − pf
+
(u
r

) mp2
(
1− f2

)
2
(
E − pf

)3 +O
(u
r

)2
]

(7.33)

Díe Komponenten des Störungsterms, bis zur Ordnung O(r−2) entwickelt, lautet für ein
auslaufendes Teilchen

γuu =
2Θ(u)

r

(
E2 + p2

)[ 1(
E − pf

) − (u
r

) p(p− Ef)(
E − pf

)3 +O
(u
r

)2
]

(7.34)
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γur =
2Θ(u)

r

(
E2 + p2 − 2Epf

)[ 1(
E − pf

) − (u
r

) p(p− Ef)(
E − pf

)3 +O
(u
r

)2
]

(7.35)

γrr =
4Θ(u)

r

[(
E − pf

)
−
(u
r

) p(p− Ef)(
E − pf

) +O
(u
r

)2
]

(7.36)

γuA = −4Θ(u)Ep
(
D̂Af

)[ 1(
E − pf

) − u

r

p
(
p− Ef

)(
E − pf

)3
+
(u
r

)2 2p2
(
p− Ef

)2 −m2p2
(
1− f2

)
2
(
E − pf

)5 +O
(u
r

)3
] (7.37)

γrA = −4Θ(u)p
(
D̂Af

)[
1− u

r

p
(
p− Ef

)(
E − pf

)2
+
(u
r

)2 2p2
(
p− Ef

)2 −m2p2
(
1− f2

)
2
(
E − pf

)4 +O
(u
r

)3
] (7.38)

Warum es genügt die Komponenten γAB der Störung nur bis zur Ordnung O(1) in r−1

zu entwickeln, wird später bei der Berechnung des Riemanntensors klar werden.

γAB = 2Θ(u)r
(

2p2
(
D̂Af

)(
D̂Bf

)
+m2sAB

)[ 1

E − pf
− u

r

p
(
p− Ef

)(
E − pf

)3
+O

(u
r

)2
]
.

(7.39)

7.2 Quellteilchen mit Drehimpuls

Für drehimpulsbehaftete Teilchen gleicht die Rechnung für die Terme, welche keine
Drehimpulsbeiträge beinhalten, dem drehimpulslosen Fall, sodass im Folgenden nur die
Rechnung über Terme, welche im drehimpulslosen Fall nicht auftreten, ausgeführt wird,
vergleiche dazu die Energie-Impuls-Tensoren (2.1) und (2.7). Die vollen Ausdrücke der
Komponenten der Störung, unter Berücksichtigung der Drehimpulse der Quellteilchen,
ergeben sich durch eine Addition der spurkorrigierten Störung hαβ des drehimpulslosen
Falls und den im Folgenden berechneten Termen h(spin)αβ

. Der Drehimpulsanteil der

Störung wird, wie zuvor im Kapitel 7.1, zunächst mit dem Impuls p′ = m(1, 0, 0, 0)
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berechnet und die Rechnung wieder nur für ein auslaufendes Teilchen ausgeführt.

h′(spin)αβ
= −8

∫
R4

d4x′′Θ(t′ − t′′)δ((t′ − t′′)2 − ‖~x′ − ~x′′‖2)

· ∇′′γ

∞∫
0

dτ S′
γ

(αu
′
β)δ(x

′′ − τ)

(7.40)

= 8S′
γ

(αu
′
β)

∫
R4

d4x′′
∞∫

0

dτ ∇′′γ
[
Θ(t′ − t′′)δ((t′ − t′′)2 − ‖~x′ − ~x′′‖2)

]

· δ(x′′ − τ)

(7.41)

= 8S′
γ

(αu
′
β)

∞∫
0

dτ ∇′γ
[
Θ(t′ − τ)δ((t′ − τ)2 − ‖~x′‖2)

]
(7.42)

= 8S′
γ

(αu
′
β)

∞∫
0

dτ
[
δ0
γδ(t

′ − τ)δ((t′ − τ)2 − r′2)

+ Θ(t′ − τ)∇′cδ((t′ − τ)2 − r′2)
] (7.43)

= 8S′
γ

(αu
′
β)

∞∫
0

dτ Θ(t′ − τ)
d

dτ

[
δ((t′ − τ)2 − r′2)

] x′γ
(t′ − τ)

(7.44)

= 8S′
γ

(αu
′
β)x
′
γ

∞∫
−∞

dτ
Θ(τ)Θ(t′ − τ)

t′ − τ
d

dτ
δ((t′ − τ)2 − r′2) (7.45)

s=t′−τ
= −8S′

γ
(αu
′
β)x
′
γ

∞∫
−∞

ds
Θ(t′ − s)Θ(s)

s

d

ds
δ(s2 − r′2) (7.46)

= 8S′
γ

(αu
′
β)x
′
γ

∞∫
−∞

ds

[
δ(t′ − s)Θ(s)

s
+

Θ(t′ − s)δ(s)
s

− Θ(t′ − s)Θ(s)

s2

]

· δ(s− r
′) + δ(s+ r′)

2r′

(7.47)
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= 4S′
γ

(αu
′
β)x
′
γ

[
δ(t′ − r′)Θ(r′)

r′
− δ(r′ + t′)Θ(−r′)

r′
+

Θ(t′ − r′)δ(r′)
r′

− Θ(r′ + t′)δ(−r′)
r′

− Θ(t′ − r′)Θ(r′)

r′3
+

Θ(r′ + t′)Θ(−r′)
r′3

] (7.48)

= −4S′
γ

(αu
′
β)xγ

Θ(u′)

r′3
(7.49)

Nach Übergang in ein globales Inertialsystem mit retardierten Kugelkoordinaten, vgl.
Kapitel 6, ergibt sich analog zum drehimpulslosen Fall die spurkorrigierte Störung, wel-
che in Potenzen von u

r entwickelt wird, aus den Gleichungen (7.31) und (7.33).
Im Allgemeinen ist für ein rotierendes Teilchen der Impuls nur im Ruhesystem des Teil-
chens tangential zu seiner Weltlinie, vgl. (2.10). Dies bedeutet, dass das Massenzentrum
beobachterabhängig ist. Wird mit dem Massenzentrum der Aufenthaltsort identi�ziert,
ist dieser nicht eindeutig festgelegt. Um ein eindeutig bestimmtes System zu erhalten,
müssen also weitere Bedingungen an den Drehimpuls gestellt werden. Es existieren ver-
schiedene Zusatzbedingungen, ein Überblick über die Eigenschaften der verschiedenen
Bedingungen ist in [16] gegeben. Diese Hilfsbedingungen wählen gewisser Maÿen eine
Weltlinie eines Beobachters aus und legen diese, als die für dieses Teilchen assoziierte
Weltlinie, für alle Beobachter fest. In dieser Arbeit wird der Bedingung

Sαβpβ = 0 , (7.50)

nach Tulczyjew und Dixon gefolgt.
Des Weiteren wird ein Drehimpulsvektor Siα =

(
Si

0, ~Si
)
eingeführt, welcher de�niert ist

durch

Siαβ =
1

m
εαβγδpi

γSi
δ , (7.51)

wobei εαβγδ =
√
−det(g) εαβγδ der vollständig antisymmetrische Tensor mit εαβγδ = 1

ist. Der Drehimpulsterm für ein auslaufendes Teilchen lautet nach diesen Schritten

h(spin)αβ = −4
Θ(u)

m2r3
εγ(α|διp

δSιp|β)x
γ

[
m3(

E − pf
)3 − (ur ) 3m3p

(
p− Ef

)(
E − pf

)5
+O

(u
r

)2
]
.

(7.52)

Ist der Drehimpulsvektor eines Teilchens in dessen Ruhesystem gegeben, wird dieser
durch eine Lorentz-Transformation in ein beliebiges Inertialsystem überführt. Sei S′α der
Viererdrehimpulsvektor im Ruhesystem, so bestimmt sich der Viererdrehimpulsvektor Sα

im transformierten Koordinatensystem gemäÿ

Sα = ΛαβS
′β =


E
m

p1
m

p2
m

p3
m

p1
m
p2
m
p3
m

δij +
E
m
−1

p2
pipj



S′0

S′1

S′2

S′3

 . (7.53)
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Aus der Bedingung2

Sαpα = −ES0 + ~S~p = 0 , (7.54)

folgt mit
(
p′α
)

= m
(
1, 0, 0, 0

)
für S′0 = 0. Dies in (7.53) eingesetzt, liefert

Sα =


1
m~p

~S′

S′1 + γ−1
p2
p1

(
~p~S′
)

S′2 + γ−1
p2
p2

(
~p~S′
)

S′3 + γ−1
p2
p3

(
~p~S′
)

 =

(
1
m~p

~S′

~S′ + γ−1
p2
~p
(
~p~S′
)) . (7.55)

Es kann gezeigt werden, dass der Winkel zwischen dem räumlichen Drehimpulsvektor im
Ruhesystem des Teilchens ~S′ und der Boostrichtung gleich dem Winkel zwischen Drei-
erdrehimpulsvektor und Impuls im Koordinatensystem eines bewegten Beobachters ist.
Dazu wird das Skalarprodukt des räumlichen Anteils des Drehimpulsvektors ~S aus (7.55)
mit dem Dreierimpuls ~p des Teilchens gebildet. Ebenfalls wird die Lorentz-Invariante S
eingeführt, welche das Längenquadrat des Viererdrehimpulsvektors bezeichnet

S2 = SαSα . (7.56)

Ŝ′ bezeichnet den normierten Richtungsvektor des Dreierdrehimpulsvektors im Ruhesy-
stem und p̂ den normierten Richtungsvektor des Dreierimpulses. Das Skalarprodukt des
räumlichen Teils von (7.55) mit dem Dreierimpuls des Teilchens lautet damit

~S~p =
(
~S′ +

(
γ − 1

)(
p̂~S′
)
p̂
)

= γSph(ẑ) , (7.57)

wobei |~S′| = S ausgenutzt und die Funktion h(ẑ) = Ŝ′p̂ eingeführt wurde. Wird (7.54) im
Ruhesystem des Teilchens ausgewertet, so ist ersichtlich, dass sich ~S~p und ~S′~p lediglich
durch den γ-Faktor des Teilchens im bewegten Bezugssystem unterscheiden.
Für die folgenden Rechnungen, müssen die Komponenten des Drehimpulsvektors ebenfalls
in Bondi-Koordinaten ausgedrückt werden. Analog zur Transformation der Impulse (7.13)
f.f., geschieht dies gemäÿ

Sα = ∂α
(
Sβxβ

)
= ∂α

(
S0
(
− u− r

)
+ ~S~x

)
, (7.58)

wobei analog die Funktion g(ẑ) = Ŝr̂ eingeführt wurde, die aus dem Skalarprodukt des
dreidimensionalen Einheitsvektors des Drehimpulses Ŝ und dem Einheitsortsvektor r̂ ei-
nes Beobachters gebildet wird. Im folgenden wird das Argument von g(ẑ) nicht mehr
explizit notiert und |~S| ≡ S verwendet. Die Komponenten des Drehimpulsvektors Sα in
Bondi-Koordinaten lauten somit

Su = ηuaSa = −Sr = S0 − Sg (7.59)

2 Dies folgt aus der Bedingung (7.50), hier in abstrakter Indexnotation, Sabpb = 0. Wird (7.51)
umgeschrieben zu Sa = 1

m
εabcdpbSdc und wieder in (7.51) eingesetzt, so ergibt sich die Bedingung

pa

m2 pbS
b = 0, welche o�ensichtlich im Ruhesystem des Teilchens mit pµ = (m, 0, 0, 0, ) erfüllt ist. Für

beliebige Bezugssysteme mit Teilchenimpuls pa folgt also Sapa = 0.
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Sr = ηraSa = −Su + Sr = Sg (7.60)

SA = ηABSB =
1

r
SD̂Ag . (7.61)

Für die folgenden Rechnungen ist es sinnvoll die Winkelkomponenten des Drehimpuls-
vektors in eine Form, unabhängig von r, zu überführen. Diese Komponenten werden mit
ŜA notiert und der Wechsel zwischen Ko- und Kontravairanz der Indizes erfolgt mit der
Metrik der Einheitszweisphäre sAB.3

ŜA = SD̂Ag (7.62)

Aus (7.54) lässt sich für die Komponenten des Drehimpulsvektors in Bondi-Koordinaten,
mit Hilfe von (7.13) f.f., folgender Zusammenhang gewinnen.

Sr = Su
( −E
E − pf

)
+ SA

pr

E − pf
(
D̂Af

)
(7.63)

Damit lassen sich die Komponenten des Riemanntensors ausschlieÿlich durch die Drehim-
pulskomponenten Su und SA darstellen.
Die Komponenten des Ortsvektors einer Beobachterin, wie er in (7.49) auftritt, lautet
gemäÿ

xα = −1

2
∂α

(
2ur + u2

)
(7.64)

in Bondi-Koordinaten

xu = −
(
u+ r

)
(7.65)

xr = −u (7.66)

xA = 0 . (7.67)

Explizit lauten die Komponenten des Drehimpulsanteils der spurkorrigierten Störung für
ein auslaufendes Teilchen in Bondi-Koordinaten

h(spin)uu = −κEp
r2
ε̂ABŜ

B
(
D̂Af

)
+O

( u
r3

)
(7.68)

h(spin)ur = −κ
2

p
(
E − pf

)
r2

ε̂ABŜ
B
(
D̂Af

)
+O

( u
r3

)
(7.69)

h(spin)rr = κ
u

r3
p
(
E − pf

)
ε̂ABŜ

B
(
D̂Af

)
+O

(u2

r4

)
(7.70)

3 Es sei auf die sehr ähnliche, jedoch kon�iktfreie Notation des Drehimpulstensors Sαβ , des Drehimpuls-
vektors Sα, die Darstellung des Drehimpulsvektors auf der Einheitszweisphäre ŜA, dem Betrag des
Viererdrehimpulsvektors S, dem dreidimensionalen Drehimpulsvektor ~S und dessen Betrag S, sowie
der Metrik der Einheitszweisphäre sAB hingewiesen.

30



h(spin)uA = −κ
2

{
1

r
ε̂AB

(
EpSu

(
D̂Bf

)
− E

(
E − pf

)
ŜB
)

+
u

r2
ε̂AB

[((
Epf + 3

Ep
(
p− Ef

)
E − pf

)
ŜB

−
(
EpSr +

3Ep2
(
p− Ef

)(
E − pf

)2 Su
)(
D̂Bf

)]

− u

r2
p2ε̂BC Ŝ

C
(
D̂Bf

)(
D̂Af

)}
+O

( u
r3

)
(7.71)

h(spin)rA = −κ
2

{
1

r
ε̂AB

(
p
(
E − pf

)
Su
(
D̂Bf

)
−
(
E − pf

)2
ŜB
)

+
u

r2
ε̂AB

[(
E − pf

)2 −m2 + 2p2
(
1− f2

))
ŜB

−
(
p
(
E − pf

)
Sr +

3p2
(
p− Ef

)
E − pf

Su
)(
D̂Bf

)]

− u

r2
p2ε̂BC Ŝ

C
(
D̂Bf

)(
D̂Af

)}
+O

( u
r3

)
(7.72)

h(spin)AB = −κ ε̂(A|C
{
p
(
E − pf

)
ŜC − p2Su

(
D̂Cf

)
− u

r

[(
p2f −

3p2
(
p− Ef

)
E − pf

)
ŜC

−
(
p2Sr +

3p2
(
p− Ef

)(
E − pf

)2 Su
)(
D̂Cf

)]}(
D̂|B)f

)
+O

(u
r

)2
,

(7.73)

wobei κ = 4Θ(u)m(
E−pf

)3 und ε̂AB der vollständig antisymmetrische Tensor auf der Zweisphäre,

mit ε̂AB =
√

det(s)εAB, ist.
Bis zur führenden Ordnung des Drehimpulsterms ergibt sich der gesamte Sörungsterm
für ein auslaufendes Teilchen aus (3.22), (7.16) f.f. und (7.68) f.f. zu

γuu =
2Θ(u)

r

[
E2 + p2

E − pf
+

2mp2f

r
(
E − pf

)3 ε̂ABŜB(D̂Af
)

+

(
u

r

)
E2p2f2 + E3pf − E2p2 − p4(

E − pf
)3

]
+O

( u
r3

) (7.74)

γur =
2Θ(u)

r

[
E +

p2 − Epf
E − pf

− u

r

(
Ep
(
p− Ef

)(
E − pf

)2 +
p2
(
p− Ef

)2(
E − pf

)3 )
]

+O
( u
r3

)
(7.75)
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γrr =
4Θ(u)

r

[(
E − pf

)
−
(
u

r

)
p
(
p− Ef

)(
E − pf

) ]+O
( u
r3

)
(7.76)

γuA = 4Θ(u)

{
− Ep(

E − pf
)(D̂Af

)
+

(
u

r

)
Ep2

(
p− Ef

)(
E − pf

)3 (
D̂Af

)

−
(
u
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)2 2Ep3
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)2 −m2Ep3
(
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)
2
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E − pf

)5 (
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(7.77)

γrA = 4Θ(u)

[
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+
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(7.78)
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γAB = 4rΘ(u)

{[
p2

E − pf
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u
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p3
(
p− Ef

)(
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)3 )(D̂Af
)(
D̂Bf
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[
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−
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m2p
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p− Ef
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)2 ε̂CDŜD(D̂Cf
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+O
(u2
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(7.79)

7.3 Riemanntensor

Aus den vorangegangenen Rechnungen lassen sich die relevanten Komponenten des
linearisierten Riemanntensors in der Jacobigleichung (4.4) für die geodätischen Abwei-
chungen bestimmen und der Fall ohne Berücksichtigung des Drehimpulses mit dem dre-
himpulsbehafteten Fall vergleichen.
In der geodätischen Abweichungsgleichung (4.4) treten in den gewählten Koordinaten drei
nicht verschwindende Komponenten des Riemanntensors auf. Alle anderen Kombinatio-
nen der Indizes verschwinden aufgrund der Symmetrie des Riemanntensors (6.27) oder
lassen sich durch eine dieser drei Komponenten darstellen. Die relevanten Komponenten
ergeben sich aus R α

βuu = ηαγRβuuγ und lauten δRurur, δRAuru und RAuBu. In (6.29) f.f.
sind die Komponenten des linearisierten Riemanntensors durch die Störung ausgedrückt
und können mit (7.74) f.f. explizit berechnet werden. Für ein auslaufendes Teilchen lauten
die Komponenten

δRurur =− 2δ(u)

r2
E − 2δ̇(u)

r

(
E − pf

)
+O

( u
r3

)
(7.80)

δRAuru = δ(u)
1

r

(
2Ep

E − pf
+

m2p(
E − pf

)2)(D̂Af
)

+ δ̇(u)

{
2p
(
D̂Af

)
− m

r
(
E − pf

) ε̂AB(ŜB − pSu(
E − pf

)(D̂Bf
))}

+O
( u
r2

)
(7.81)
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δRAuBu = 2δ̇(u)

[
− rp2
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− mp(
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)2 ε̂(A|C(ŜC − pSu
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+O
(u
r

)
,

(7.82)

wobei δ̇ die Ableitung nach u bezeichnet. Ausführliche Rechnungen sind in Appendix A.2
zu �nden.
Wird die Summe über alle ein- und auslaufenden Teilchen wieder explizit ausgeschrie-
ben, fallen für obige Ausdrücke alle in Energie oder Impuls linearen Terme, aufgrund der
Energie- und Impulserhaltung (2.6) weg. Des Weiteren werden zur besseren Übersicht in
obigen Ausdrücken die Terme proportional zu uδ(u) fallen gelassen, da sie in den fol-
genden Rechnungen aufgrund der Integration über du verschwinden. Da sich ein- und
auslaufende Teilchen lediglich durch ein Vorzeichen der Θ-Funktion und deren Ableitun-

gen unterscheiden, wird die Funktion νi =

{
−1, i ∈ {1, . . . , k}
1, i ∈ {k + 1, . . . , k + l} eingeführt und

die Summen über k einlaufende und l auslaufende Teilchen zusammengefasst. Die Kom-
ponenten des linearisierten Riemanntensors, welche zur geodätischen Abweichung gemäÿ
(4.4) beitragen, lauten somit

δRurur =
∑
i

−2νiδ(u)

r2
Ei −

2νiδ̇(u)

r

(
Ei − pifi

)
+O

( u
r3

)
= O

( u
r3

)
(7.83)

δRAuru =
∑
i

+νiδ(u)
1

r

(
2Eipi

Ei − pifi
+

mi
2pi(

Ei − pifi
)2)(D̂Afi

)
− νiδ̇(u)

mi

r
(
Ei − pifi

) ε̂AB(ŜBi − piSi
u(

Ei − pifi
)(D̂Bfi

))
+O

( u
r2

) (7.84)
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δRAuBu =
∑
i

2νiδ̇(u)
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− rpi

2
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− sAB

2

(
pi
(
pi − 3Eifi
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+O
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)
.

(7.85)

8 Memory-E�ekt

Der sogenannte gravitative Memory-E�ekt, hervorgerufen durch ein Ereignis S zur re-
tardierten Zeit u0, lässt sich aus der geodätischen Abweichungsgleichung (4.4) bestimmen.
Das Verhalten von Testmassen unter dem Ein�uss von Gravitationsstrahlung wird durch
die zeitliche Entwicklung der linearisierten geodätischen Abweichung beschrieben

δxα(u) =

∫
du

∫
du ηαγxβ

∑
i

δR(i)βuuγ
, (8.1)

wobei δxα(u) die Änderung der Komponenten des Verbindungsvektors xβ zweier Test-
massen beschreibt. δxα(u) wird als Memory-E�ekt bezeichnet. Ohne Beschränkung der
Allgemeinheit wird u0 = 0 gewählt und der Koordinatenursprung durch das Ereignis S
festgelegt. Da von einer initial ruhenden Testmassenverteilung ausgegangen wird, nimmt
der Vektor

(
xβ
)
auf der rechten Seite von (8.1) in kartesischen Koordinaten die Form(

xβ
)

=
(
0, x1, x2, x3

)
an. Dieser lässt sich wie folgt in Bondi-Koordinaten

(
u, r, xA

)
aus-

drücken

xα = ηαβ∂β
(
~x~rr
)
, (8.2)

wobei ~rr der Ortsvektor der Testmasse ist, von welcher der Verbindungsvektor ~x ausgeht.
Nach (8.2) lauten die Komponenten explizit

xu = −|~x|i(ẑ) (8.3)
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xr = |~x|i(ẑ) (8.4)

xA =
1

r
|~x|D̂Ai(ẑ) , (8.5)

mit i(ẑ) = x̂r̂r. Die geodätische Abweichungsgleichung wird bis einschlieÿlich der nächst-
führenden Ordnung in r−1 der jeweiligen Komponente betrachtet. Das bedeutet die Kom-
ponenten δxr(u) und δxu(u), aus (8.1), müssen bis zur Ordnung O(r−2) entwickelt wer-
den. Die Komponenten δxA(u) müssen bis zur Ordnung O(r−3) entwickelt werden, da die
Komponenten xA des Verbindungsvektors der Testmassen, in den gewählten Koordina-
ten, bereits von der Ordnung O(r−1) sind, vgl. (8.3) f.f.. Die Abweichung der jeweiligen
Komponenten des Verbindungsvektors der Testmassen bestimmt sich gemäÿ (8.1) unter
Verwendung von (7.83) f.f. zu

δxu(u) = −δxr(u) (8.6)

δxr(u) =

∫ ∫ (
du
)2
ηrr
∑
i

(
δR(i)ruur

xr + δR(i)Auur
xA
)

(8.7)

δxA(u) =

∫ ∫ (
du
)2 sAB

r2

∑
i

(
δR(i)Buur

xr + δR(i)BuuC
xC
)
. (8.8)

8.1 Memory-Tensor

Die Änderung der geodätischen Abweichung, welche durch einen Ausbruch von Gra-
vitationsstrahlung zur Zeit u0 = 0 verursacht wird, lässt sich durch den Memory-Tensor
Dα

β beschreiben, welcher de�niert ist als

δxα = Dα
βx

β . (8.9)

Aus (8.1) ist ersichtlich, dass dies dem zweifach nach du integrierten linearisierten Rie-
manntensor entspricht. Die nicht verschwindenden Komponenten des Memory-Tensors
werden aus (8.6) f.f. bestimmt. Da nur Beiträge des Memory-E�ekts einschlieÿlich der
nächstführenden Ordnung betrachtet werden, müssen die Komponenten DA

B bis zur
zweiten Ordnung in r−1, die übrigen Komponenten Du

A, D
r
A und DA

r jedoch nur bis
zur ersten Ordnung in r−1 entwickelt werden, da letztere bereits ein subdominanter Ef-
fekt sind. Die Integrale in (8.6) f.f. reduzieren sich, für die relevanten Ordnungen, auf die
folgenden Typen ∫ ∫ (

du
)2
νiδ(u) = νiuΘ(u) (8.10)

∫ ∫ (
du
)2
νiδ̇(u) = νiΘ(u) . (8.11)
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Die Integrationskonstanten werden stets null gewählt.
Zunächst sollen die Komponenten DA

B näher betrachtet werden. Nach Ausführen der
Integrale nach dem Muster von (8.10) f.f. für (7.85), lassen sich die Komponenten des
Memory-Tensors in folgende Anteile zerlegen

DA
B = D(ord.)

A
B

+ D(vel.)
A
B

+ D(spin)TF
A
B

+ D(spin)T
A
B
. (8.12)

D(ord.)
A
B
ist der führende Term in r−1 und ergibt sich aus dem führenden Term der Stö-

rung (7.39) bzw. (7.79). Er ist für den drehimpulsbehafteten und drehimpulslosen Fall
identisch.
D(vel.)

A
B
ist von Ordnung O(r−2) und linear in u. Er trägt keinen Beitrag des Drehim-

pulses und ist somit ebenfalls identisch für Quellen mit und ohne Berücksichtigung des
Drehimpulses. Er hat seinen Ursprung in den Termen zu nächstführender Ordnung O(1)
in r−1 der Störung (7.39) und den führenden Termen in r−1 in (7.34) f.f..
D(spin)

A
B
ist ebenfalls von der Ordnung O(r−2), jedoch konstant in u. Er entspringt den

Termen in (7.79), welche sich aus dem Drehimpulsbeitrag der Quellen ableiten. Der Dre-
himpulsbeitrag D(spin)

A
B
kann in einen spurfreien und einen spurbehafteten Teil zerlegt

werden, während die anderen Beiträge D(ord.)
A
B
und D(vel.)

A
B
spurfrei sind.

Alle weiteren Komponenten sind bereits in einen Anteil, hervorgerufen durch den Dre-
himpuls und einen Anteil, hervorgerufen durch die nächstführende Ordnung des drehim-
pulslosen Anteils der Störung (7.74) f.f. zerlegt. Alle Komponenten des Memory-Tensors,
auÿer D(ord.)

A
B
, lassen sich durch Dr

A darstellen, weshalb sie nicht mehr explizit aufge-
führt werden. Ausführliche Berechnung der Anteile ist in Appendix B zu �nden.
Die Komponenten des Memory-Tensors lauten

DA
B =

∑
i

2νiΘ(u)pi
2

r
(
Ei − pifi

){((D̂Afi
)(
D̂Bfi

)
−
δAB
2

(
D̂Cfi

)(
D̂Cfi

))

+
u

r

[
2
Ei
pi

((
D̂AD̂Bfi

)
−
δAB
2

(
D̂CD̂Cfi

))

+

(
Ei

Ei − pifi
+

mi
2(

Ei − pifi
)2)((D̂Afi

)(
D̂Bfi

)
−
δAB
2

(
D̂Cfi

)(
D̂Cfi

))]

+
1

r

mi
pi

Ei − pifi

[
−
δAB
2
ε̂CDŜ

D
i

(
D̂Cfi

)
+

(
sAC ε̂(C|D

(
D̂|B)fi

)
−
δAB
2
ε̂CD

(
D̂Cfi

))(
ŜDi −

piSi
u

Ei − pifi
(
D̂Dfi

))]}

(8.13)

Dr
A =

∑
i

νiΘ(u)

{
mi

r
(
Ei − pifi

) ε̂AB(ŜBi − piSi
u(

Ei − pifi
)(D̂Bfi

))

− u

r

(
2Eipi

Ei − pifi
+

mi
2pi(

Ei − pifi
)2)(D̂Afi

)} (8.14)
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Du
A =−Dr

A (8.15)

DA
r =

sAB

r2
Dr

B . (8.16)

Alle Beiträge von höherer als nächstführender Ordnung in r−1 wurden nicht explizit
notiert, da sie im Rahmen dieser Näherung nicht beachtet werden.

8.2 Manifestation des gravitativen Memory-E�ekts

Wie bereits zuvor diskutiert, gibt es verschiedene Beiträge des Memory Tensors (8.9),
welche sich auf unterschiedliche Weise in der Verschiebung von Testmassen nach einem
Gravitationsstrahlungspuls äuÿern. In der Literatur gibt es viele verschiedene Bezeich-
nungen diverser Beiträge zumMemory-E�ekt, teils nach ihren Entdeckern, teils nach ihrer
physikalischen Manifestation und teils nach den Ordnungen der jeweiligen Approximati-
on, zu welchen sie beitragen, benannt. In dieser Arbeit wird zwischen dem gewöhnlichen
Memory-E�ekt, dem Geschwindigkeits-Memory-E�ekt und dem Spin-Memory-E�ekt un-
terschieden.
Der gewöhnliche Memory-E�ekt, entspricht dem Term führender Ordnung in r−1. Er ist
der am längsten bekannte Beitrag und von Braginski und Grishchuk als �Memory-E�ekt�
bezeichnet. Eine explizite Analyse, welche sich mit den in Kapitel 9.1 angestellten Be-
rechnungen deckt, ist zum Beispiel in [5] zu �nden.
Unter Geschwindigkeits-Memory-E�ekt wird der Beitrag zur nächstführenden Ordnung
in r−1 verstanden, welcher eine lineare Abhängigkeit in der retardierten Zeitkomponente
u aufweist und somit, je nach initialer Kon�guration eine stetige Entfernung oder An-
näherung der Testmassen relativ zueinander beschreibt. Zuerst wurde dieser E�ekt von
Bondi und Pirani 1989 [9] beschrieben, nachdem er 1974 von Zel'dovich und Polnarev
[10] noch ausgeschlossen wurde.
Der Spin-Memory-E�ekt beschreibt die Verschiebung von Testmassen aufgrund der Ei-
genrotation der Quellen. Er trägt zur Ordnung O(r−2) bei und bewirkt, ebenso wie der
gewöhnliche Memory-E�ekt, einen Sprung in der räumlichen Verteilung der Testmas-
sen. Werden Terme von noch höherer Ordnung betrachtet, treten auch Beiträge zum
Geschwindigkeits-Memory-E�ekt, hervorgerufen durch die Drehimpulse der Quellen, auf.
Der Spin-Memory-E�ekt beschreibt also keinen grundsätzlich neuen E�ekt, sondern nur
die Beiträge, welche, aufgrund der Drehimpulse der Quellteilchen, zusätzlich in den be-
reits bekannten Memory-E�ekten auftreten.
Das sprunghafte Verhalten rührt von der Betrachtung der Quellen als Punktteilchen.
Wird statt einem Gravitationsstrahlungspuls eine zeitlich ausgedehnte Welle betrachtet,
so treten keine Unstetigkeiten der Weltlinien der Testmassen auf. Ein direkter Vergleich
zwischen zeitlich ausgedehnten Gravitationswellen und Gravitationsstrahlungspulsen mit
dem Wellenpro�l einer δ-Funktion ist in [11] und [12] für den Geschwindigkeits-Memory-
E�ekt zu �nden. Ebenso werden für den gewöhnlichen Memory-E�ekt keine Diskontinui-
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täten der Weltlinien der Testmassen für zeitlich ausgedehnte Gravitationswellen erwartet,
z.B. in [17].

9 Anwendungsbeispiel

Im Folgenden wird ein Beispiel gegeben, wie sich der Memory-Tensor für ein konkretes
Streuereignis S bestimmen lässt. Zunächst ist es sinnvoll den Memory-Tensor in eine
leicht veränderte Form zu überführen, indem die Geschwindigkeit der Teilchen |~v| = β
explizit in die Gleichung eingesetzt werden.4,5

DA
B =

∑
i

2νiΘ(u)
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1− βifi
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)(
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)(
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))

+
u

r

[
2
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D̂AD̂Bfi

)
−
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2

(
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+
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(
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)(
D̂Bfi

)
−
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2

(
D̂Cfi

)(
D̂Cfi

))]

+
1

r

1

γipi
(
1− βifi

)[− δAB
2
ε̂CDŜ

D
i

(
D̂Cfi

)

+

(
sAC ε̂(C|D

(
D̂|B)fi

)
−
δAB
2
ε̂CD

(
D̂Cfi

))(
ŜDi −

βiSi
u

1− βifi
(
D̂Dfi

))]}

(9.1)

Dr
A =

∑
i

νiΘ(u)

{
1

rγi
(
1− βifi

) ε̂AB(ŜBi − βiSi
u(

1− βifi
)(D̂Bfi

))

− u

r

(
2βiEi

1− βifi
+
βiEi

(
1− β2

i

)(
1− βifi

)2 )(D̂Afi
)} (9.2)

Im Folgenden wird der Koordinatenursprung durch das Ereignis S festgelegt.6 Ein Be-
obachter, welcher den Memory-E�ekt auswertet, be�ndet sich unter dem Polarwinkel θr
und dem Azimutwinkel ϕr im Abstand rr zum Ereignis S. Das i-te in S wechselwirken-
de Teilchen besitzt die Gesamtenergie Ei und Dreierimpuls ~pi = pir̂i, mit dem Betrag

4 Aus γ2 = 1
1−β2 folgt mit γ = E

m
und E2 − p2 = m2 für die Geschwindigkeit v = β = p

E
. Wobei E die

Gesamtenergie, p der Betrag des räumlichen Impulses und m die Ruhemasse des Teilchens ist und
nach wie vor in geometrisierten Einheiten gearbeitet wird.

5 Es wird nur mit dem Betrag der Geschwindigkeit gearbeitet, da die Richtung in der Funktion fi für
jedes Teilchen kodiert ist.

6 vgl. Kapitel 6
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des Impulses pi, dem Polarwinkel θi und dem Azimutwinkel ϕi. Als nächstes werden die
Ableitungen der Funktion fi := r̂rr̂i bestimmt. Mit

sAB =

(
1 0
0 sin2 θ

)
, (9.3)

den Darstellungen der Einheitsvektoren

r̂ = sin θ cosϕx̂+ sin θ sinϕŷ + cos θẑ

θ̂ = cos θ cosϕx̂+ cos θ sinϕŷ − sin θẑ

ϕ̂ = − sinϕx̂+ cosϕŷ ,

(9.4)

und deren Ableitungen

∂r̂
∂ϕ = sin θϕ̂ ∂θ̂

∂ϕ = cos θϕ̂ ∂ϕ̂
∂ϕ = − sin θr̂ − cos θθ̂

∂r̂
∂θ = θ̂ ∂θ̂

∂θ = −r̂ ,
(9.5)

ergibt sich

D̂θfi = D̂θfi = θ̂rr̂i + r̂rθ̂i

D̂ϕfi = sin(θr)ϕ̂rr̂i + sin(θi)r̂rϕ̂i

D̂ϕfi = sin−1(θi)ϕ̂rr̂i + sin−1(θr)r̂rϕ̂i

D̂θD̂θfi = −2r̂rr̂i + 2θ̂rθ̂i

D̂ϕD̂ϕfi = 2ϕ̂rϕ̂i −
(

sin(θr)

sin(θi)
+

sin(θi)

sin(θr)

)
r̂rr̂i −

cos(θr)

sin(θi)
θ̂rr̂i −

cos(θi)

sin(θr)
r̂rθ̂i

D̂θD̂ϕfi = cos(θi)r̂rϕ̂i + sin(θi)θ̂rϕ̂i + sin(θr)ϕ̂rθ̂i + cos(θr)ϕ̂rr̂i

D̂ϕD̂θfi = sin−1(θi)ϕ̂rθ̂i + sin−1(θr)θ̂rϕ̂i

+
cos(θr)

sin(θr) sin(θi)
ϕ̂rr̂i +

cos(θi)

sin(θr) sin(θi)
r̂rϕ̂i .

(9.6)

9.1 Teilchenzerfall

Es soll der Fall betrachtet werden, in welchem ein ruhendes Mutterteilchen in zwei
Tochterteilchen zerfällt. Für den führenden Term in r−1, in dieser Arbeit mit D(ord.)

A
B

bezeichnet, ist dieser Fall von Tolish et al. in [5] analysiert. Zur einfachen Vergleichbar-
keit wird der Notation dieses Papers gefolgt. Das Koordinatensystem wird so ausgerichtet,
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dass ein Teilchen sich mit der Geschwindigkeit β, Energie E und Ruhemasse m in po-
sitiver z-Richtung bewegt, das andere Teilchen mit Geschwindigkeit β̃, Energie Ẽ und
Ruhemasse m̃ in negativer z-Richtung. Das Mutterteilchen hat die Masse M . Die Funk-
tionen fi, nehmen in diesem Fall für das Mutterteilchen die Form fM = 0, sowie für
das Tochterteilchen, welches sich in positiver z-Richtung bewegt, f = cos(θr) und das
Tochterteilchen, welches sich in negativer z-Richtung bewegt, f̃ = − cos(θr) an. Die nicht
verschwindenden Ableitungen der Funktionen f und f̃ werden gemäÿ (9.6) und unter
Ausnutzung der Rotationssymmetrie des betrachteten Problems bestimmt und lauten

D̂θf = D̂θf = − sin(θr) D̂θf̃ = D̂θf̃ = sin(θr)

D̂θD̂θf = −2 cos(θr) D̂θD̂θf̃ = 2 cos(θr) .
(9.7)

Abweichend zur Analyse von Tolish et al., werden die Tochterteilchen mit einem Dre-
himpuls versehen, das Mutterteilchen bleibt jedoch rotationslos. Aus der Forderung nach
einem rotationssymmetrischen Problem, werden die Dreierdrehimpulsvektoren der Toch-
terteilchen parallel zu ihren Impulsen gewählt. Da f(ẑ) = g(ẑ) gilt, vereinfacht dies die
Ausdrücke der Drehimpulsvektoren in Bondi-Koordinaten (7.59) f.f., wie folgt

Su = γS
(
β − cos(θr)

)
S̃u = γ̃S

(
β̃ + cos(θr)

)
Sr = γS cos(θr) S̃r = −γ̃S cos(θr)

Sθ = −γS sin(θr) S̃θ = γ̃S sin(θr) .

(9.8)

Aus der Erhaltung des Drehimpulses (2.26) zusammen mit (7.51) folgt, dass die Beträge
der Viererdrehimpulsvektoren S und S̃ gleich sein müssen, was in obigen Ausdrücken
bereits ausgenutzt wurde.
Die Komponenten des Memory-Tensor (9.1) f.f. werden so weit wie möglich und sinnvoll
gemäÿ den obigen Ergebnissen vereinfacht.
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(9.10)

9.2 Gröÿenabschätzung

Um herauszu�nden von welcher Gröÿenordnung der Memory-E�ekt und insbesonde-
re der durch den Drehimpuls der Quellen hervorgerufene Beitrag ist, werden in (9.9)
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f.f. typische Werte für die Massen, Geschwindigkeiten und Drehimpulse, von astronomi-
schen Objekten eingesetzt. Anschlieÿend wird das Ergebnis mit den Daten des Ereignisses
GW150914 verglichen, welches die erste direkt nachgewiesene Gravitationswelle war [13].
Der für astronomische Ereignisse ungewöhnliche bzw. unmögliche Fall, des im Kapitel 9.1
beschriebenen Teilchenzerfalls, ist durch Vertauschen der ein- und auslaufenden Teilchen
in einen Prozess, der das Verschmelzen zweier Schwarzer Löcher beschreibt, umwandelbar.
Aus erster Betrachtung von (9.9) f.f. ist klar, dass für kleine Geschwindigkeiten β � 1
ein maximaler E�ekt zu erwarten ist, wenn sich der Beobachter auf der äquatorial Ebene
be�ndet. Damit wird der Memory-Tensor zu

DA
B = Θ(u)
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Dr
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. (9.12)

Wird eines der Tochterteilchen als maximal rotierendes Kerr-Schwarzes Loch angenom-
men, gilt S = m2 für m < m̃. Um den Drehimpulsbeitrag zu maximieren, wird m = m̃
angenommen, woraus sofort E

M = 1
2 folgt. Die Geschwindigkeit β liegt typischer Weise

im einstelligen Prozentbereich der Lichtgeschwindigkeit und wird über die Frequenz der
Gravitationswelle ω und den Schwarzschild-Radius rS der verschmelzenden Schwarzen
Löcher bestimmt, siehe z.B. [12].

β =
v

c
=
ωrS
2c

=
GNωM

c3
� 1 (9.13)

Dies rechtfertigt eine Unterdrückung von Termen höherer Ordnung in β für die jeweiligen
Beiträge. Die führenden Beiträge in β des gewöhnlichen, Geschwindigkeits- und Spin-
Memory-E�ekts lauten unter diesen Annahmen
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A
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)}
(9.14)

Dr
A = 0 (9.15)

Um experimentelle Daten in obige Gleichungen einsetzten zu können, wird von geome-
trisierten Einheiten wieder in das SI-Einheitensystem übergegangen, indem die Gravita-
tionskonstante GN = 6, 7 · 10−11 m3

kg s2
und die Lichtgeschwindigkeit c = 3 · 108 m

s wieder
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explizit in den Gleichungen aufgeführt werden.

DA
B = Θ(u)
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)} (9.16)

In (9.16) ist zu sehen, dass für die Komponente DA
B des Memory-Tensors, der gewöhnli-

che und der Geschwindigkeits-Memory-E�ekt, bis auf einen Faktor 2ur , von gleicher Stärke
sind. Werden alle Konstanten explizit eingesetzt, die MasseM als Vielfaches der Sonnen-
masse M = M̃ M� = M̃ 2 · 1030kg und der Abstand r in Lichtjahren r = r̃ 9, 5 · 1015m
angegeben, sowie β = 10−2 gesetzt, so ist der gewöhnliche Memory-E�ekt von der Grö-
ÿenordnung 7, 8 ·10−18 M̃

r̃ . Zum Zeitpunkt der Verschiebung der Testmassen aufgrund des
gewöhnlichen Memory-E�ekt u0 = 0, hat der Geschwindigkeits-Memory-E�ekt keinen
Beitrag, da u0 = 0 = t0c − r0 gilt. Damit der Geschwindigkeits-Memory-E�ekt die glei-
che Gröÿenordnung wie der gewöhnliche Memory-E�ekt hat, muss also entsprechend Zeit
vergehen. Pro einem Lichtjahr räumlicher Entfernung einer Beobachterin zum Ereignis S
muss ein halbes Jahr vergehen, damit zum Zeitpunkt t0 + t mit t = r0

c = 1a die Wirkung
auf Testmassen durch den Geschwindigkeits-Memory-E�ekt gleich der des gewöhnlichen
Memory-E�ekts ist. Für das Ereignis GW150914 entspräche dies 0, 7 Milliardenjahre.
Der Spin-Memory-E�ekt skaliert mit der Masse gegenüber den anderen Beiträgen, welche
mit β skalieren, er ist für β = 10−2 von der Gröÿenordnung 3, 0 · 10−29 M̃2

r̃2
.

Für das Ereignis GW150914 mit M ≈ 70M�, β ≈ 2, 6 · 10−2 und r̃ ≈ 13 · 109, betru-
gen die relativen Längenänderungen der Interferometerarme während der Oszillations-
phase, welche nicht mit dem Memory-E�ekt zu verwechseln ist, etwa 10−21 [13]. Der
gewöhnliche Memory-E�ekt für dieses Ereignis ist von der Gröÿenordnung 10−24 und der
Spin-Memory-E�ekt von 10−43.

9.3 Ausblick

Um die Frage zu klären, ob in naher Zukunft mit einem Nachweis des Spin-Memory-
E�ekts zu rechnen ist, werden folgende Abschätzungen angestellt.
Wird für die Masse eines Schwarzen Lochs die Obergrenze von 1010M�, wie sie in [14] vor-
geschlagen wird, angesetzt, so wäre für Ereignisse in einem Abstand von 106ly, der Spin-
Memory-E�ekt innerhalb der aktuellen Nachweisgrenzen von 10−22. Das massereichste
bekannte Objekt innerhalb dieses Radius ist das zentrale supermassive Schwarze Loch
der Andromeda Galaxie mit 108M� und somit zwei Gröÿenordnungen unter der aktuel-
len Nachweisgrenze. Das ist jedoch nicht das Hauptproblem, sondern es fehlt ein Objekt
von gleicher Masse, welches unmittelbar vor einer Verschmelzung steht.
Weitere Kandidaten wie die Galaxie NGC7674 mit zwei, sich relativ nah umkreisenden,
supermassiven Schwarzen Löchern weisen, mit einem Abstand von 108 Lichtjahren und
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einer Gesamtmasse von 107 Sonnenmassen, deutlich zu geringe zu erwartende E�ekte auf.
Des Weiteren wird auch für dieses System keine baldige Verschmelzung der Schwarzen
Löcher erwartet. [15]
Die einzige Möglichkeit besteht demnach darin, die Emp�ndlichkeit der Detektoren deut-
lich zu steigern. Dies könnte mit dem in Planung be�ndlichen weltraumbasierten Detektor
LISA möglich sein, da dieser Detektor in der aktuellen Planung 2, 5Gm lange Interferenz-
strecken besitzen soll. Gegenüber den 4km langen Interferenzstrecken des LIGO Detektors
wäre dieser theoretisch 105 Gröÿenordnungen emp�ndlicher. Eine derart exakte Positio-
nierung der Testmassen, also der Satelliten, dürfte jedoch deutlich schwerer zu erreichen
sein, als im Fall erdbasierten Messgeräte. Ein prinzipieller Vorteil weltraumbasierter Gra-
vitationsdetektoren ist, dass die Testmassen wirklich frei fallend sind. Erdbasierte Detek-
toren werden durch die Kräfte der Festkörper auf welchen sie stehen, also dem Gestein
des Erdbodens, stets in ihre Ruhelage gedrückt, dies ist zur Detektion von Oszillationen
zwar durch extrem �exible Aufhängung der Testmassen zu minimieren, eine permanente
Verschiebung ist jedoch unmöglich zu erreichen. In dieser Arbeit wurden die Gravita-
tionswellen als instantane Pulse behandelt. Arbeiten unter Verwendung eines anderen
Näherungsverfahrens, nämlich der Post-Newtonischen Näherung, weisen darauf hin, dass
Memory-E�ekte sich über den gesamten Zeitraum der Gravitationswelle aufbauen [17].
Es wird davon ausgegangen, dass Satelliten, untereinander gänzlich frei von Atomaren-
bindungen, in der Lage sind sich langsam aufbauende Memory-E�ekte zu messen.

45



A Spezielle Komponenten des linearisierten Riemanntensors

Im Folgenden werden ausführliche Berechnungen der Komponenten des linearisierten
Riemanntensors in Bondi-Koordinaten gegeben. Es werden nur die zur Lösung von (4.4)
benötigten Komponenten betrachtet.

A.1 Allgemeine Berechnung des linearisierten Riemanntensors

Die Berechnung der Komponenten des linearisierten Riemanntensors, in Abhängigkeit
der Störung γαβ , lässt sich aus der Darstellung (6.26) des linearisierten Riemanntensors
durch die Christo�elsymbole gewinnen. Gemäÿ Kapitel 6.3 werden die Koordinaten u und
r mit kleinen römischen Buchstaben bezeichnet, die verbleibenden Winkelkoordinaten
mit groÿen römischen Buchstaben. Griechische Buchstaben laufen stets über alle vier
Koordinaten. Aus dem allgemeinen Ausdruck

δR δ
αβγ = −∂αδΓδβγ + ∂βδΓ

δ
αγ + ΓεαγδΓ

δ
βε − ΓδαεδΓ

ε
βγ − ΓεβγδΓ

δ
αε + ΓδβεδΓ

ε
αγ , (A.1)

ergeben sich die Komponenten, für die im Kapitel 6 gewählten Koordinaten, wie folgt,
wobei die Rechnung nur für die Komponenten, die für das vorliegende Problem relevant
sind, gezeigt wird.

δRabcd = ηdeδR
e

abc = ηde

[
− ∂aδΓebc + ∂bδΓ

e
ac + Γεac︸︷︷︸

=0

δΓebε − Γeaε︸︷︷︸
=0

δΓεbc

− Γεbc︸︷︷︸
=0

δΓeaε + Γebε︸︷︷︸
=0
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]

=
1

2
ηdeη

ef

[
− ∂a

(
∂bγcf + ∂cγbf − ∂fγbc

)
+ ∂b

(
∂aγcf + ∂cγaf − ∂fγac
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= ∂c∂[bγa]d + ∂d∂[aγb]c

(A.2)
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(A.3)
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(A.4)

A.2 Explizite Berechnung des linearisierten Riemanntensors

Im Folgenden wird die explizite Berechnung einiger Komponenten des linearisierten
Riemanntensors gegeben. Es werden die Ausdrücke der Störung der Metrik (7.74) f.f. in
(6.29) f.f. eingesetzt. Warum die Komponenten des Riemanntensors zu unterschiedlichen
Ordnungen in r−1 entwickelt werden, wird später bei der Konstruktion des Memory-
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Tensors ersichtlich werden. Um die Terme so übersichtlich wie möglich zu halten, wird
zuletzt die Identität uδ̇(±u) = ∓δ(u) verwendet. Diese folgt aus∫

uδ̇(u)g(u)du = −
∫ ( ˙u g(u)

)
δ(u) du = −

∫ (
u ġ(u) + g(u)

)
δ(u) du = −g(0)

=

∫
−δ(u)g(u)du .

(A.5)

Die Rechnungen werden für ein auslaufendes Teilchen gezeigt.
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E − pf

)
− 2δ̇(u)

r

(
E − pf − u

r

p2 − Epf
E − pf

)
+O

( u
r3

) (A.9)
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(A.12)
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(A.16)

50



δRAuBu =
1

2

[
D̂B∂uγAu − D̂BD̂Aγuu + D̂A∂uγBu − ∂u∂uγAB

+ rsAB

(
2∂uγur − ∂uγuu − ∂rγrr

)] (A.17)

= −∂u∂u

{
2rΘ(u)

[(
p2

E − pf
−
(
u

r

)
p3
(
p− Ef

)(
E − pf

)3 )(D̂Af
)(
D̂Bf

)
+

mp

r
(
E − pf

)2 ε̂(A|C(ŜC − pSu
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(A.22)

B Memory-Tensor

Im Folgenden wird die detaillierte Berechnung der Komponenten des Memory-Tensors
bis zur nächstführenden Ordnung in r−1 gegeben. Die Komponenten DA

B des Memory-
Tensors (B.2), wie er sich nach Ausführung der Integrale in (B.1) ergibt, soll in spurfreie
und nicht spurfreie Anteile zerlegt werden. Dazu werden in (B.3) mit einem Nullsummen-
trick zunächst alle Terme, welche keine δ-Distribution beinhalten, in eine spurfreie Form
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gebracht.
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)2 ε̂DEŜEi (D̂Dfi

)]]

− 2νiδ(u)

[(
Eipi

2(
Ei − pifi

)2 +
mi

2pi
2(

Ei − pifi
)3)(D̂Bfi

)(
D̂Cfi

)

+
2Eipi

Ei − pifi
(
D̂BD̂Cfi

)
− sBC

2

(
pi
(
pi − 3Eifi

)
Ei − pifi

+
mi

2pi
(
pi − Eifi

)(
Ei − pifi

)3 )]}

(B.1)

=
∑
i

νiΘ(u)

[
1

r
(
Ei − pifi

)(2pi
2
(
D̂Afi

)(
D̂Bfi

)
+ δABmi

2

)

+
2mipi

r2
(
Ei − pifi

)2[sAC ε̂(C|D(ŜDi − piSi
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pi − Eifi

)(
Ei − pifi

)3 )]}

(B.3)

Für den Drehimpulsbeitrag von Ordnung O
(

1
r2

)
in u und r wurde die Identität

ε̂AB
(
D̂Af

)(
D̂Bf

)
= 0 verwendet, da dies diesen Term in einen spurfreien und einen nicht

spurfreien Term zerlegt, wie sich später durch eine einfache Rechnung zeigen wird.
Für die übrigen Terme werden die spurfreien und nicht spurfreien Anteile so weit wie
möglich vereinfacht. Zunächst soll der führende Term, der Ordnung O

(
1
r

)
in u und r

betrachtet werden.

D(ord.)
A
B

=
∑
i

νiΘ(u)

{
2pi

2

r
(
Ei − pifi

)((D̂Afi
)(
D̂Bfi

)
−
δAB
2

(
D̂Cfi

)(
D̂Cfi

))

+ δAB
pi

2

r
(
Ei − pifi

)(D̂Cfi
)(
D̂Cfi

)
+ δAB

mi
2

r
(
Ei − pifi

)}
(B.4)

Der spurfreie Teil lässt sich nicht weiter vereinfachen. Für den nicht spurfreien Teil werden
zunächst die Identitäten

(
D̂Cfi

)(
D̂Cfi

)
=
(
1− fi2

)
und Ei2− pi2 = mi

2 ausgenutzt und
nach algebraischer Umformung die Impuls- und Energieerhaltung

∑
i
νipifi = 0 =

∑
i
νiEi,

vgl. (2.6), angewandt.

D(ord.)T
A
B

=
∑
i

νiΘ(u)δAB

[
pi

2 − pi2fi2 + Ei
2 − pi2

r
(
Ei − pifi

) ]
(B.5)
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=
∑
i

νiΘ(u)δAB

[
Ei + pifi

r

]
= 0 (B.6)

Der führende Beitrag ist also spurfrei und lautet

D(ord.)
A
B

=
∑
i

νiΘ(u)
2pi

2

r
(
Ei − pifi

)((D̂Afi
)(
D̂Bfi

)
−
δAB
2

(
D̂Cfi

)(
D̂Cfi

))
. (B.7)

Der Term von Ordnung O
(
u
r2

)
in u und r lautet

D(vel.)
A
B

=
∑
i

νiΘ(u)
u

r2

[(
2Eipi

2(
Ei − pifi

)2 +
2mi

2pi
2(

Ei − pifi
)3)((D̂Afi

)(
D̂Bfi

)

−
δAB
2

(
D̂Cfi

)(
D̂Cfi

))
+ δAB

(
Eipi

2(
Ei − pifi

)2 +
mi

2pi
2(

Ei − pifi
)3)(D̂Cfi

)(
D̂Cfi

)

+
4Eipi(

Ei − pifi
)((D̂AD̂Bfi

)
−
δAB
2

(
D̂CD̂Cfi

))
+ δAB

2Eipi(
Ei − pifi

)(D̂CD̂Cfi
)

− δAB
(
pi
(
pi − 3Eifi

)
Ei − pifi

+
mi

2pi
(
pi − Eifi

)(
Ei − pifi

)3 )]
.

(B.8)

Er wird ebenfalls so weit wie möglich vereinfacht. Der spurlose Anteil ergibt sich zu

D(vel.)
A
B

=
∑
i

νiΘ(u)
u

r2

{
4Eipi(

Ei − pifi
)((D̂AD̂Bfi

)
−
δAB
2

(
D̂CD̂Cfi

))

+

(
2Eipi

2(
Ei − pifi

)2 +
2mi

2pi
2(

Ei − pifi
)3)((D̂Afi

)(
D̂Bfi

)
−
δAB
2

(
D̂Cfi

)(
D̂Cfi

))}
.

(B.9)

Der Spurteil lässt sich unter Benutzung von
(
D̂Cfi

)(
D̂Cfi

)
=
(
1− fi2

)
,
(
D̂CD̂Cfi

)
= −2fi

und Ei2 − pi2 = mi
2 schreiben als

D(vel.)T
A
B

=
∑
i

νiΘ(u)
u

r2

[
δAB

(
Eipi

2(
Ei − pifi

)2 +
mi

2pi
2(

Ei − pifi
)3)(D̂Cfi

)(
D̂Cfi

)

+ δAB
2Eipi(

Ei − pifi
)(D̂CD̂Cfi

)
− δAB

(
pi
(
pi − 3Eifi

)
Ei − pifi

+
mi

2pi
(
pi − Eifi

)(
Ei − pifi

)3 )]
(B.10)

=
∑
i

νiΘ(u)
u

r2
δAB

[
Eipi

2
(
1− fi2

)(
Ei − pifi

)2 +
mi

2pi
2
(
1− fi2

)(
Ei − pifi

)3
− 4Eipifi
Ei − pifi

− pi
2 − 3Eipifi
Ei − pifi

− mi
2pi

2 −mi
2

E i
pifi

)(
Ei − pifi

)3)] (B.11)
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=
∑
i

νiΘ(u)
u

r2
δAB

[
− pi

2 + Eipifi(
Ei − pifi

) +
Eipi

2 − Eipi2fi2(
Ei − pifi

)2
+
mi

2pifi
(
E − pf

)(
Ei − pifi

)3
] (B.12)

=
∑
i

νiΘ(u)
u

r2
δAB

[
− pi

2 + Eipifi(
Ei − pifi

)
+
Eipi

2 − Eipi2fi2 + Ei
2pifi − pi3fi(

Ei − pifi
)2

] (B.13)

=
∑
i

νiΘ(u)
u

r2
δAB

[
− pi

2 + Eipifi(
Ei − pifi

)
+
Eipifi

(
Ei − pifi

)
+ pi

2
(
Ei − pifi

)(
Ei − pifi

)2
] (B.14)

= 0 (B.15)

und verschwindet ebenfalls. Nun soll zuletzt der Drehimpulsbeitrag der Ordnung O
(

1
r2

)
in u und r betrachtet werden.

D(spin)
A
B

=
∑
i

νiΘ(u)
mipi

r2
(
Ei − pifi

)2[− δAB ε̂CDŜDi (D̂Cfi
)

+

(
2sAC ε̂(C|D

(
D̂|B)fi

)
− δAB ε̂CD

(
D̂Cfi

))(
ŜDi −

piSi
u

Ei − pifi
(
D̂Dfi

))] (B.16)

Er wird in einen spurfreien Teil D(spin)TF
A
B
und einen Spurterm D(spin)T

A
B
zerlegt.

D(spin)TF
A
B

=
∑
i

νiΘ(u)
mipi

r2
(
Ei − pifi

)2(ŜDi − piSi
u

Ei − pifi
(
D̂Dfi

))
︸ ︷︷ ︸

:=Ξi
D

·
(

2sAC ε̂(C|D
(
D̂|B)fi

)
− δAB ε̂CD

(
D̂Cfi

))
(B.17)

D(spin)T
A
B

= −
∑
i

νiΘ(u)
mipi

r2
(
Ei − pifi

)2 δAB ε̂CDŜDi (D̂Cfi
)

(B.18)

Es wird gezeigt, dass D(spin)TF
A
B
tatsächlich spurfrei ist.

tr
(
D(spin)TF

A
B

)
=
∑
i

Ξi
D

(
2sAC ε̂(C|D

(
D̂|A)fi

)
− 2ε̂CD

(
D̂Cfi

))
(B.19)
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=
∑
i

Ξi
D

(
sAC ε̂AD

(
D̂Cfi

)
− sAC ε̂CD

(
D̂Afi

)︸ ︷︷ ︸
A→C,C→A

)
= 0 (B.20)

Werden alle Komponenten des Memory-Tensors, (B.7), (B.9), (B.17) und (B.18), wieder
zusammengefasst, ergibt sich

DA
B =

∑
i

2νiΘ(u)pi
2

r
(
Ei − pifi

){((D̂Afi
)(
D̂Bfi

)
−
δAB
2

(
D̂Cfi

)(
D̂Cfi

))

+
u

r

[
2
Ei
pi

((
D̂AD̂Bfi

)
−
δAB
2

(
D̂CD̂Cfi

))

+

(
Ei

Ei − pifi
+

mi
2(

Ei − pifi
)2)((D̂Afi

)(
D̂Bfi

)
−
δAB
2

(
D̂Cfi

)(
D̂Cfi

))]

+
1

r

mi
pi

Ei − pifi

[
−
δAB
2
ε̂CDŜ

D
i

(
D̂Cfi

)
+

(
sAC ε̂(C|D

(
D̂|B)fi

)
−
δAB
2
ε̂CD

(
D̂Cfi

))(
ŜDi −

piSi
u

Ei − pifi
(
D̂Dfi

))]}
.

(B.21)

Die Komponenten Dr
β des Memory-Tensors lassen sich nicht weiter zerlegen. Insbeson-

dere verschwindet der Spurterm Dr
r wie in (A.2) gezeigt, sodass keine Zerlegung der

Komponenten in spurfreie Anteile und Spuranteile möglich ist. Da sich die Komponenten
Dr

β und Du
β lediglich durch ein Vorzeichen unterscheiden wird im Folgenden nur die

Berechnung für Dr
β gezeigt. Die führende Ordnung dieser Komponenten ist bereits ein

subdominanter E�ekt, sodass diese nur bis zur Ordnung O
(
r−1
)
entwickelt werden. Sie

ergeben sich durch Ausführen der Integrale über du in (8.7).

Dr
A = −

∫ ∫ (
du
)2
ηrr
∑
i

νiδ(u)
1

r

(
2Eipi

Ei − pifi
+

mi
2pi(

Ei − pifi
)2)(D̂Afi

)
− νiδ̇(u)

mi

r
(
Ei − pifi

) ε̂AB(ŜBi − piSi
u(

Ei − pifi
)(D̂Bfi

)) (B.22)

=
∑
i

νiΘ(u)

{
− u

r

(
2Eipi

Ei − pifi
+

mi
2pi(

Ei − pifi
)2)(D̂Afi

)

+
mi

r
(
Ei − pifi

) ε̂AB(ŜBi − piSi
u(

Ei − pifi
)(D̂Bfi

))} (B.23)

Die Komponenten DA
r und Du

A ergeben sich aus obiger Berechnung durch die Bezie-
hungen

DA
r =

sAB

r2
Dr

B und Dr
A = −Du

A . (B.24)
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