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4. Energieschale 2+2 Punkte

Mit dieser Aufgabe soll gezeigt werden, dass bei einem System mit einer groffen Anzahl von
Freiheitsgraden die Oberfliche der Energieschale fast das gesamte Volumen des Phasenraums
ausmacht.

In einem Behélter mit dem Volumen V' befinden sich IV nicht wechselwirkende Teilchen der Masse
m. Die Energie dieses idealen Gases besteht ausschliellich aus kinetischer Energie. Jeder Punkt
X = (q,p) des Phasenraums stellt einen Mikrozustand des Systems dar. Ein Makrozustand
M (E, E3) entspricht der Menge aller Punkte im Phasenraum, fiir welche Ey < H(X) < FEs.

(a) Berechnen Sie das Phasenraumvolumen |[['(M (E1, E2))|.

(b) Berechnen Sie das Phasenraumvolumen der Energieschale M ((1 — €)E, E), wobei 0 <
€ < 1. Welchen Anteil am gesamten Phasenraumvolumens der Kugel M (0, E) hat diese
Energieschale?

5. Ising-Spin System 2+2 Punkte

Mit den folgenden Aufgaben soll gezeigt werden, dass fiir ein System mit einer groffen Anzahl
an Freitheitsgraden, alle mdglichen Mikrozustinde im Gleichgewichtszustand und den kleinen
Fluktuationen um ihn herum enthalten sind, mit einer verschwindend geringen Anzahl von Aus-
nahmen. Dies wiederum zeigt uns, dass das Ergodenprinzip keine notwendige Voraussetzung fiir
die statistische Mechanik ist.

Eine grofle Klasse von physikalischen Systemen hat Freiheitsgrade, die nur zwei verschiedene
Werte annehmen koénnen. Als kanonisches Beispiel fiir diese Klasse betrachten wir das Ising-
Modell mit dem Freiheitsgrad S, der die Werte S = +1 annehmen kann. E]

'Diese Freiheitsgrade koénnen der Komponente z eines Teilchens mit Spin % entsprechen, da S, = % Ein
anderes Beispiel sind Besetzungszahlen in einem beliebigen fermionischen System, da die Einzelteilchenzustinde

in diesem Fall, n, durch n = 3(1 4 S) gegeben sind. 7
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Wir bezeichnen einen Mikrozustand des Ising-Systems mit S; = £1, wobei i die einzelnen Spins
i=1,...N zihlt. Es gibt 2V solche Zusténde. Der Makrozustand ist definiert durch die Menge
aller moglichen Zusténde fiir einen gegebenen Gesamtspin M = ). S;. Ein Makrozustand mit
Gesamtspin M hat (N —M)/2 Spins mit S = —1 und (N+M)/2 Spins mit S = 1 (wir betrachten
hier nur den Fall, dass N gerade ist).

(a) Bestimmen Sie die Anzahl W (M) der Mikrozusténde fiir den Makrozustand mit Gesamt-
magnetisierung M. Priifen Sie, dass die Gesamtzahl der Mikrozustéinde Wy = > ,, W (M)
gleich 2% ist.

(b) Ermitteln Sie W(M) im Limes N > M > 1 mit Hilfe der Stirling-Formel (GauBvertei-
lung).

*6. Bosonenverteilung 1+1+1+2 Points

Man betrachte ein System von nicht wechselwirkenden Bosonen, bei dem die Einteilchenzustéinde
mit v > 1 bezeichnet werden und die Energie E), haben. Ein Mikrozustand des Systems ist dann
eine Funktion der Besetzungszahlen aller Zustdnde n, > 0.
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Bei einer grobkornigen Beschreibung verbinden sich quasi-entartete Einteilchenzusténde zu einer
Gruppe von g; > 1 Zustdnden zusammen, wie in der Abbildung gezeigt. Die Energien & und
Besetzungszahlen N; der Gruppen sind &1 ~ By = Fy = - -~ Ey,&o~ Fg 1 = Eg o~ =
Eg gy, etc., und Ny = ng +ng +...ng;, No = ng 41+ ng 42 +...70g, 1¢,, und so weiter. Ein
Makrozustand M des Systems wird dann durch die Besetzungszahlen {NN;} bestimmt.

(a) Berechnen Sie die Anzahl der Mikrozustéinde W ({N;}) des Makrozustands M.
Hinweis: Ein Teil dieses kombinatorischen Problems wurde bereits in Ubungsblatt 1 Aufgabe

2 behandelt. Sie konnen annehmen, dass N;, g; > 1 .

(b) Angenommen die Anzahl der Teilchen N = ZZ N; und die Energie E = ). N;&; sind beide
gegeben. Finden Sie die Besetzungszahlen N; fiir den Makrozustand, bei dem die grofite
Anzahl von Mikrozustinden existiert.

Hinweis: Die Methode der Lagrange-Multiplikatoren, wie in den Vorlesungen besprochen,
ist hier niitzlich.

(c) Bestimmen Sie W ({N; + dN;}) als Funktion von 6N; = N; — N; zur zweiten Ordnung in
ON;.
Entwickeln Sie W ({N; + 6N;}) in 6N;.

(d) Wiederholen Sie (a)-(c) fiir Fermionen, deren Besetzungszahlen n, nur die Werte 0 oder 1
annehmen koénnen.



