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*33. Ideale Fermionen bei niedrigen Temperaturen  /+2+1 Points
Mittels der Sommerfeldentwicklung, zeigen Sie fiir ein ideales Fermigas bei niedrigen Tempera-
turen:

(a) Die innere Energie E(T, N,V) zur Ordnung O(T?) ist
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Hier ist m die Masse der Fermionen.

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass wie in der Vorlesung berechnet gilt,

dass die Zustandsdichte fir freie 3D Fermionen gegeben ist durch Np(e) = ﬁ (2722),3/2 NG

2
und das chemische Potential gegeben ist als u(T) = ep [1 - 71% (l> + O(T4)}, wobes

€F

ep = % (%)2/3 (%)2/3 die Fermienergie ist.

(b) Mit dem Ergebnis aus (a) zeigen sie, dass die spezifische Warme Cy (T, N, V') zur Ordnung
O(T) gegeben ist durch

2
Oy = G prT +O(T?) 2)
wobei pr = p(ep).

(c) Mit dem Ergebnis aus (a) zeigen Sie, dass der Druck p(T', N, V) fiir T' — 0 den Wert %%51?
annimmt.

34. Spezifische Wirme eines Festkorpers 4 Punkte

Wir betrachten das Debye-Modell, welches den Beitrag von Gittervibrationen (Phononen) zur
spezifischen Wérme eines Festkorpers beschreibt. In diesem Modell kénnen Phononen (mit Bose-
Statistik) mit Impuls p und Energie ¢;(p) = ¢;|p| betrachtet werden, wobei ¢; die Schallgeschwin-
digkeit ist. In einem isotropen Festkorper gibt es fiir jeden moglichen Impuls eine longitudinale
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Phononenmode (mit Schallgeschwindigkeit ¢;) und zwei transversale Moden (mit Geschwindig-
keit ¢¢). Der Phononenimpuls wird durch die Gitterkonstante a begrenzt, sodass die Obergrenze
Ip| < h/a ist.

Finden Sie die Temperaturabhéngigkeit des Phononenbeitrags zur spezifischen Wirme Cy im
Grenzfall niedriger Temperaturen (7' < Tp) und hoher Temperaturen (T' > Tp), wobei Tp =
hé/akp die Debye-Temperatur ist und ¢ die mittlere Schallgeschwindigkeit ist, definiert durch
3673 =c;% + 26,70

Hinweis: Fiir das Bosonengas kinnen Sie zeigen, dass die innere Energie berechnet werden kann
mittels E =, g; Ocih/a depi(e)enp(e, T). Hierbei ist die Summe tber die Moden i € {I,t} mit
g1 =1 und gt = 2 und np ist die Bose-Einstein Verteilung und p(e) die Zustandsdichte fiir 3D
Bosonen mit linearer Dispersion. Zur fiihrenden Ordnung sollten sie cy o< const. fir T > Tp

und cy < T? fiir T < Tp finden.
35. Pauli-Paramagnetismus 2+2 Punkte

In einem externen Magnetfeld B unterscheiden sich die Einteilchenenergien €, , der Leitungs-
elektronen je nach Spinorientierung o = + (d.h. parallel oder antiparallel zum Feld):

1
€p,oc = %pQ —oupB.
wobei up = 2";':2 das Bohrsche Magneton ist. Fiir die beiden Spinorientierungen fiithrt dies zu
unterschiedlichen Besetzungszahlen (n, ,) bei gleichem chemischen Potential .
Die Magnetisierung und Suszeptibilitéat sind definiert als:

. oM
M=pg-((Ny) = (N2)) mit No=Y npy,, x=x(T,B)=—=| .
OB | n
p )
(a) Zeigen Sie, dass x(T,0) = N3 [ dep'(e)n(e). Berechnen Sie die Suszeptibilitét fiir 7' = 0.
Dabei ist p(e) die Zustandsdichte der Einteilchenzustinde und n(e) die Fermiverteilungs-
funktion beim chemischen Potenzial u.

(b) Entwickeln Sie x(7,0) unter Verwendung der Sommerfeldentwicklung bis einschlieBlich
O(T?). Die Gesamtteilchenzahl N sei fixiert. Beachten Sie, dass y temperaturabhiingig
ist. Berechnen Sie ein explizites Ergebnis fiir x(7,0) fiir die oben gegebene Dispersion.

Hinweis: Sie sollten finden, dass

7T2 2
X(T.0) = x(0,0) [1 - (i) + o




