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28. Zwei-Komponenten Gas 2+2+2 Punkte

Wir betrachten ein Gas, welches aus zwei verschiedenen Teilchenarten besteht, die sich nur in
ihrer Masse unterscheiden (wie zum Beispiel Isotope eines Atoms). Dabei haben N1 Teilchen die
Masse m1 und N2 Teilchen die Masse m2. Alle Teilchen sind klassisch und nicht-wechselwirkend.
Die Energiefunktion sei
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Das Gas habe Temperatur T und befindet sich im dreidimensionalen Volumen V .

(a) Zeigen Sie, dass die kanonische freie Energie gegeben ist durch

F (T, V,N1, N2) = −kBT
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Verifizieren Sie die Homogenitätseigenschaft F (T, λV, λN1, λN2) = λF (T, V,N1, N2).

(b) Die Gibbs freie Energie kann mittels Legrendre Transformation aus der freien Energie
bezüglich der konjugierten Variablen p, V durch G = F + pV erhalten werden. Führen
Sie die Legendre Transformation durch und bestimmen Sie G(T, p,N1, N2). Wie sieht die
Homogenitätseigenschaft für G aus?

(c) Ausgehend von der Homogenitätseigenschaft für F , zeigen Sie die Gibbs-Duhem-Relation
G(T, p,N1, N2) = µ1N1 + µ2N2.

Hinweis: Starten Sie, indem Sie F (T, λV, λN1, λN2) = λF (T, V,N1, N2) geeignet nach λ
ableiten.
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*29. 1D Gas aus verteilten Stäben 2+2+2 Points

Wir betrachten ein Gas aus N klassischen Stäben der Länge ℓ in einem ein-dimensionalen Vo-
lumen L ≥ Nℓ. Das Wechselwirkungspotential zwischen den Stäben mit Massenmittelpunkt xi
und xj sei gegeben durch

Φ(xi, xj) =

{
∞ für |xi − xj | ≤ ℓ

0 sonst
. (2)

Die Stäbe können sich nicht überlappen und sie können nicht die Plätze wechseln.

(a) Berechnen Sie die kanonische Zustandssumme Z
(c)
N und zeigen Sie, dass gilt

Z(c)(N,L) =
(L−Nℓ)N

ΛN
. (3)

Hinweis: Überlegen Sie sich die erlaubten Positionen der Stäbe. Starten Sie von Schwer-
punktkoordinaten x1, ..., xN und betrachten Sie x1 < x2 < ... < xN (berücksichtigen Sie
diese Einschränkung durch einen kombinatorischen Faktor). Schreiben Sie die Zustands-

summe als Z
(c)
N = N !

ΛN V(N,L), wobei Λ−N das Impulsintegral ist und V(N,L) ein Orts-
integral der Koordinaten xi ∈ {ℓ/2, L − ℓ/2} über ein Produkt von Indikatorfunktionen

χ(xi−1, xi) =

{
0 |xi−1 − xi| ≤ ℓ

1 sonst
. Dieses Integral kann explizit berechnet werden.

(b) Bestimmen Sie die Entropie S(T, L,N) mittels des Ergebnisses aus (a).

(c) Bestimmen Sie die Zustandsgleichung p(T, L,N) des Systems. Wie sieht die Zustandsglei-
chung im thermodynamischen Limes N,L → ∞ mit n = N/L = const. aus?

30. Extremaleigenschaften des großkanonischen Potentials5 Punkte

Zeigen Sie, dass die großkanonische Verteilungsfunktion unter allen Verteilungsfunktionen mit
gleicher Temperatur T und chemischem Potential µ das kleinste großkanonische Potential J
besitzt. Das heißt

J ′ ≥ J für T ′ = T, µ′ = µ . (4)

Hinweis: Starten Sie von der Definition des großkanonischen Potentials J = E − TS − µN .
Sei hier Pν eine beliebige Verteilungsfunktion. Berechnen Sie J ′ = E′ − TS′ − µN ′ für die-
se Funktion Pν und zeigen Sie dass die Minimierung von J ′ nach Pν die Verteilungsfunktion
e−β(Eν−µNν)/Z(gc) des großkanonischen Potentials liefert.
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