
2.4 Schwingungen mehratomiger Moleküle

In einem Molekül mit N Atomen hat jedes Atom 3 
Freiheitsgrade. Das Molekül muss deshalb 3N Frei-
heitsgrade haben. Davon gehören 3 Freiheitsgrade 
zur Rotation des gesamten Moleküls und 3 zur 
Translation. D.h. e bleiben 3N-6 Freiheitsgrade für 
Schwingungen. Bei linearen Molekülen sind nur 3N-
5 Freiheitsgrade für die Schwingungen da, da die 
Rotation hier im Prinzip nur 2 Freiheitsgrade hat.

Normalschwingungen Normalschwingungen sind 
solche Schwingungen bei denen alle Kerne gleich-
zeitig durch ihre Ruhelage treten und es keinen Ge-
samtimpuls und Gesamtdrehimpuls des Kerngerüs-
tes gibt.

Zur Behandlung der Normalschwingungen definiert 
man die Lage der Kerne x1, y1, z1, …xN, yN, zN und ihre 
entsprechenden Ruhelagen x10, y10, z10, …xN0, yN0, zN0. 

Damit lassen sich neue Koordinaten definieren, die 
die Auslenkungen aus den Ruhelagen kennzeichnen

ξ1 = x1 − x10, ξ2 = y1 − y10, ξ3 = z1 − z10

Das Potential der Kerne hängt nur von diesen Aus-
lenkungen ab und kann als Taylorreihe dargestellt 
werden

V = V0 + ∑
i ( ∂V

∂ξi ) ξi +
1
2 ∑

i, j ( ∂2V
∂ξi∂ξj ) ξi ⋅ ξj

Wir können V0 = 0 setzen wodurch auch 

∂V
∂ξi

|0 = 0

wir und damit sich das Potential als
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Abbildung 2.20 Normalschwingungen von 
Wasser und CO2
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linearen Molekülen bleiben deshalb 3N − 5 Freiheits-
grade für die Schwingung übrig.

9.9.1 Normalschwingungen

Werden die Atomkerne eines Moleküls aus ihren
Gleichgewichtslagen entfernt, so treten bei genügend
kleinen Auslenkungen lineare Rückstellkräfte auf,
die zu harmonischen Schwingungen der Kerne füh-
ren. Bei genügend kleinen Schwingungsamplituden
lassen sich beliebige solcher Schwingungen immer
darstellen als Linearkombinationen von 3N − 6 Nor-
malschwingungen (bei linearen Molekülen 3N − 5).
Dabei sind Normalschwingungen dadurch ausgezeich-
net, dass bei jeder Normalschwingung alle Kerne
des Moleküls gleichzeitig durch die Ruhelage gehen
und dass Gesamtimpuls und Gesamtdrehimpuls des
Kerngerüsts null sind.

Die beiden letzten Forderungen folgen daraus, dass
der Schwerpunkt des Moleküls in Ruhe bleiben muss
(sonst hätte man eine Translation, die aber bereits ab-
gespalten ist) und dass keine Rotation auftritt (die ja
bereits bei den Rotationsfreiheitsgraden berücksichtigt
wurde).

In Abb. 9.72 sind solche Normalschwingungen am
Beispiel eines nichtlinearen dreiatomigen Moleküls
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Abb. 9.72a,b. Normalschwingungen (a) eines nichtlinearen
und (b) eines linearen dreiatomigen Moleküls

(3N − 6 = 3 Schwingungsfreiheitsgrade) und eines
linearen Moleküls (vier Schwingungsfreiheitsgrade)
illustriert. Das nichtlineare Molekül hat als Normal-
schwingungen die symmetrische Streckschwingung ν1,
die Knickschwingung ν2 und die asymmetrische
Streckschwingung ν3.

Das lineare Molekül kann zwei verschiedene
Knickschwingungen (in der Zeichenebene und senk-
recht dazu) ausführen, deren Schwingungsfrequen-
zen ν2 wegen der Zylindersymmetrie des Potentials
gleich sind. Die beiden Knickschwingungen sind
deshalb energetisch entartet.

9.9.2 Quantitative Behandlung

Wir wollen jetzt die Schwingungen des Moleküls und
ihren Zusammenhang mit dem Molekülpotential und
den daraus resultierenden Kraftkonstanten quantitativ
behandeln.

Sind x1, y1, z1, x2, y2, z2, . . . xN , yN , zN die 3N
Koordinaten der Kerne und x10, y10, z10, . . . ,
xN0, yN0, zN0 ihre Ruhelagen, so können wir die Aus-
lenkungen ξ1 = x1 − x10, ξ2 = y1 − y10, ξ3 = z1 − z10,
ξ4 = x2 − x20, . . . , ξ3N = zN − zN0 der Kerne aus ihren
Ruhelagen mit durchlaufend nummerierten Buchsta-
ben ξ bezeichnen (Abb. 9.73).

Das Potential V(ξ1, . . . , ξ3N ), in dem sich die Kerne
bewegen, hängt im Allgemeinen von allen Auslenkun-
gen ab. Für genügend kleine Auslenkungen können wir
es in eine Taylorreihe entwickeln

V = V0 +
∑

i

(
∂V
∂ξi

)

0
ξi

+ 1
2

∑

i, j

(
∂2V

∂ξi∂ξ j

)

0
ξi · ξ j + . . . (9.114)

die wir nach dem quadratischen Glied abbrechen.
Legen wir den Nullpunkt der Energieskala in das

Minimum des Potentials, so wird V0 = 0. Im Minimum
ist (∂V/∂∂ξi)0 = 0, so dass aus (9.114) wird:

V(ξ1, . . . , ξ3N ) = 1
2

∑

i, j

bij ξi ξ j (9.115)

mit

bij =
(

∂2V
∂ξi∂ξ j

)

0
.

Abbildung 2.21 Zur Definition der Koordina-
ten für Schwingungen350 9. Moleküle
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Abb. 9.73. Zur Definition der Auslenkungskoordinaten ξi

Die Komponenten der Rückstellkräfte sind

Fi = −∂V
∂ξi

, (9.116)

wobei der Buchstabe V hier für die potentielle Ener-
gie Epot steht. Die Bewegungsgleichungen für die
Schwingungen der Kerne sind dann

Fi = mi
d2ξi

dt2
. (9.117)

Setzt man (9.116) und (9.115) in die Bewegungsglei-
chung (9.117) ein, so ergibt dies

∑

j

bijξi + mi ξ̈ i = 0 . (9.118)

Durch Einführen von massegewichteten Koordinaten

qi = √
mi · ξi

geht (9.118) in ein System von 3N homogenen
Gleichungen über:

q̈i +
3N∑

j=1

bijq j = 0 ; i = 1, . . . , 3N . (9.119)

Das System (9.119) ist ein gekoppeltes Differential-
gleichungssystem. Es beschreibt die Bewegung von 3N
gekoppelten Oszillatoren mit den Auslenkungen

qi = ai · cos(ωi t +ϕi) , (9.120)

welche die Amplituden ai , die Frequenzen ωi und
die Phasen ϕi haben. Durch Einsetzen von (9.120) in

(9.119) erhält man den Zusammenhang zwischen den
Frequenzen ωi und den Potentialparametern bij . Im
allgemeinen Fall wird die Rückstellkraft für die Aus-
lenkung qi durch die anderen Auslenkungen qk beein-
flusst, weil die Nichtdiagonalterme bik im Potential
(9.114) eine Kopplung zwischen den Schwingungen
bewirken. Nur bei bestimmten Anfangsbedingungen
kann man erreichen, dass alle Kerne mit der gleichen
Frequenz ωn und der gleichen Phase ϕn schwingen.
Solche Schwingungszustände des Moleküls nennt man
Normalschwingungen.

Man kann (9.119) in Vektorschreibweise verein-
facht darstellen als

q̈ + B̃ ·q = 0 , (9.121)

wobei B̃ = (bij) die Matrix mit den Komponenten
(bij) und q = {q1, . . . , q3N } ist. Wäre B̃ eine Dia-
gonalmatrix B̃ = λ · Ẽ (Ẽ ist die Einheitsmatrix),
so würde (9.121) ein System von 3N entkoppelten
Schwingungsgleichungen für die qi werden, dessen
Lösungen

qi = Ai cos ωi t , i = 1, . . . , 3N (9.122)

einen Molekülzustand beschreiben, bei dem alle Kerne
mit der gleichen Frequenz ω =

√
λ schwingen und

dabei gleichzeitig durch null gehen. Wir müssen des-
halb ein System von Schwingungskoordinaten finden,
in dem B̃ diagonal wird.

Die Bedingung

B̃ ·q = λ · Ẽ ·q ⇒ (B̃ −λẼ) q = 0 (9.123)

ist äquivalent zu einer Hauptachsentransformation. Sie
hat genau dann nichttriviale Lösungen, wenn gilt:

det
∣∣B̃ −λẼ

∣∣ = 0 . (9.124)

Für jede Lösung λi von (9.124) erhält man aus (9.123)
einen Satz von 3N Schwingungskomponenten qki

(k = 1, . . . , 3N), die die Auslenkungen aller N Kerne
als Funktion der Zeit angeben. Man kann alle qki in
einen Vektor

Qi = Ai sin(ωi t +ϕi) mit ωi =
√

λi (9.125)

zusammenfassen, der dann die gleichzeitige Bewegung
aller Kerne bei der i-ten Normalschwingung angibt.
Der Betrag des Vektors Qi heißt Normalkoordinate Qi

zur Normalschwingung mit der Frequenz ωi = √
λi .



V =
1
2 ∑

i, j

bijξi ⋅ ξj

mit 

bij = ( ∂2V
∂ξi∂ξj )

0

wird. Um die Bewegungsgleichung der Atome zu 
erhalten, müssen die Rückstellkräfte 

Fi = −
∂V
∂ξi

= mi
d2ξi

dt2

berechnet werden. Man erhält dann für den Kern i 
die Bewegungsgleichung

∑
j

bijξj + mi
··ξi = 0

oder durch gewichtete Koordinaten 

qi = miξi

erhält man ein gekoppeltes System von Differential-
gleichungen

··qi +
3N

∑
j=1

bijqj = 0

wobei die Schwingungen durch 

qi = ai cos(ωit + ϕi) beschrieben werden können. Im 
Falle der Normalschwingungen schwingen alle Ker-
ne mit der gleichen Frequenz ωn und der gleichen 
Phase ϕn. 

Stellt man das ganze Problem in Matrixform dar

··q + B̃ ⋅ q = 0

stellt sich die Lösung einfacher dar. Es muss ein Sys-
tem gefunden werden, in dem die Matrix B̃ diagonal 
wird, d.h. 

B̃ ⋅ q = λẼ ⋅ q

woraus (B̃ − λ Ẽ )q = 0 folgt.

Die Lösung dafür erhält man durch

det | B̃ − λ Ẽ | = 0

Die Lösungen sind N Wurzeln λi mit 3N Schwin-
gungskomponenten qki ( k = 1,…,3N ). Die einzelnen 
Kernkoordinaten lassen sich dann wieder zu einem 
Vektor 

Qi = Ai sin(ωit + ϕi)

zusammenfassen, der die Normalschwingung der 
Frequenz ωi = λi enthält.

··Qi + ω2
i Qi = 0; (i = 1,…,3N )

Damit lässt sich dann auch die kinetische und die 
potentielle Energie mit

T =
1
2

3N

∑
i=1

·Q2
i , V =

1
2

3N

∑
i=1

λkQ2
i
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HINWEIS 2.5 
Im System der Normalkoordinaten vollführt das 
Molekül harmonische Schwingungen, bei de- 
nen alle Kerne die gleiche Frequenz ωi = λi 
und die gleiche Phase ϕi haben. Die gesamte 
Schwingungsenergie des Moleküls bei einer be-
liebigen Schwingung ist gleich der Summe der 
Schwingungsenergien der einzelnen Normal-
schwingungen, deren Linearkombination die Mo-
lekülschwingung ergibt. 



Die potentielle Energie der internen Schwingungen 
hängt nur von internen Koordinaten ab. D.h. es 
muss ein Teil der bik gleich Null sein. Für lineare Mo-
leküle sind das 5 Werte, für nichtlineare 6. 

In der quantenmechanischen Darstellung sind die 
Normalschwingungen durch die quantisierten Ener-
giewerte gegeben

E(ν) = ħω(ν + 1/2)

Für kleine Auslenkungen lassen sich dann alle 
Schwingungen als Summe von Normalschwingun-
gen darstellen die die Gesamtenergie

Evib = ∑
i

ħωi (νi +
di

2 )
und dem Entartungsgrad di darstellen. Für die entar-
teten Schwingungen wird die Nullpunktsenergie 
auch mehrfach gezählt.
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Abbildung 2.22 Schwingungsterme des Mo-
leküls OCS.
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Die Normalkoordinate Qi(t) gibt also die masse-
gewichteten Auslenkungen aller Kerne zur Zeit t
bei der i-ten Normalschwingung an.

Mithilfe der Normalkoordinaten lässt sich (9.121)
als Satz von 3N entkoppelten Gleichungen

Q̈ i +ω2
i Qi = 0 (i = 1, . . . 3N) (9.126)

schreiben, weil man jetzt sowohl für die kinetische als
auch für die potentielle Energie quadratische Formen
erhält:

T = 1
2

3N∑

i=1

Q̇2
i , V = 1

2

3N∑

i=1

λk Q2
i , (9.127)

wenn man in der potentiellen Energie höhere als qua-
dratische Terme weglässt. Die Lösungen von (9.126)
sind die Normalschwingungen (9.125).
Das heißt:

Im System der Normalkoordinaten vollführt das
Molekül harmonische Schwingungen, bei de-
nen alle Kerne die gleiche Frequenz ωi = √

λi

und die gleiche Phase ϕi haben. Die gesamte
Schwingungsenergie des Moleküls bei einer be-
liebigen Schwingung ist gleich der Summe
der Schwingungsenergien der einzelnen Nor-
malschwingungen, deren Linearkombination die
Molekülschwingung ergibt.

Man beachte:

Da die potentielle Energie V nur von den internen
Koordinaten (Abstand der Kerne und Elektronen) ab-
hängt, nicht aber von Translation und Rotation des
Kerngerüstes, müssen einige der 3N Koeffizienten bik

in (9.119) null sein. Für lineare Moleküle sind dies
fünf, für nichtlineare sechs.
Man sieht an (9.127), dass die Schwingungsfrequenzen
ωi = √

λi durch die Koeffizienten des Potentials in der
Normalkoordinatendarstellung gegeben sind.

In der quantenmechanischen Darstellung können
die einzelnen Normalschwingungen wie die Schwin-
gungen eines linearen harmonischen Oszillators be-
schrieben werden (siehe Abschn. 4.2.5) mit der quanti-

sierten Energie

E(v) = !ω (v+ 1/2) .

Da sich die Gesamtschwingung des Moleküls in
der Näherung des quadratischen Potentials, d. h. bei
kleinen Auslenkungen ξ als Summe der einzelnen Nor-
malschwingungen mit Frequenzen ωi schreiben lässt,
ist die gesamte Schwingungsenergie

Evib =
∑

i

!ωi

(
vi +

di

2

)
, (9.128)

wobei vi die Zahl der Schwingungsquanten der i-
ten Normalschwingung ist. Man muss dabei über alle
Normalschwingungen summieren und z. B. zweifach
entartete Schwingungen doppelt zählen, sodass dann
auch die Nullpunktsenergie doppelt gerechnet wer-
den muss. Dies wird durch den Entartungsgrad di

berücksichtigt. Der Schwingungszustand eines Mole-
küls wird durch die Zahl vi der Schwingungsquan-
ten in der i-ten Normalschwingung im Ausdruck
(v1, v2, v3, . . . , vn) charakterisiert (Abb. 9.74). So ist
z. B. im Schwingungszustand (1, 0, 2) des Wassermo-
leküls die symmetrische Streckschwingung mit einem,
die Knickschwingung mit keinem und die asymme-
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Abb. 9.74. Schwingungsenergieterme des dreiatomigen Mo-
leküls OCS. Σ bezeichnet Zustände mit Drehimpuls 0, Π
solche mit Drehimpuls !
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Abbildung 2.23 Normalschwingungen des Benzenmoleküls200 10. Schwingungsspektren

Abb. 10.14. Normalschwingun-
gen des Benzol-Moleküls C6H6.
Bei entarteten Schwingungen ist
jeweils nur eine Komponente
angegeben. Nach Herzberg

Linien. Abbildung 10.12 zeigt die Rotations-Schwingungsbande der Biegeschwingung
(ν̄2 = 667 cm−1) von CO2 als Beispiel für eine Bande mit Q-Zweig im Gegensatz zur
Streckschwingung (ν̄3 = 2349 cm−1), wo der Q-Zweig mit ∆J = 0 verboten ist.

Bei den symmetrischen Kreisel-Molekülen wird auch die Quantenzahl K wichtig,
vergleiche Abschn. 11.2.2. Es gilt, wie hier ohne Ableitung erwähnt werden soll, ∆K =
0 bei Parallel- und ∆K = ±1 bei Senkrecht-Banden. Auch diese Auswahlregel kann
man anschaulich verstehen: Bei Schwingungen parallel zur Figurenachse erfährt die
Projektion des Drehimpulses auf diese bei einem Übergang keine Änderung, das heißt
∆K = 0.

Selbstverständlich ist jeder Schwingungsübergang von den Rotationsbegleitern, der
ganzen Bandenstruktur, umgeben, wie in Abb. 10.11 und 10.12 deutlich wird. Natürlich
gibt es auch bei mehratomigen Molekülen Anharmonizität. Dementsprechend beobach-
tet man wie bei den zweiatomigen auch „Obertöne“ 2ν, 3ν mit stark abnehmender In-
tensität. Darüber hinaus führt die Abweichung vom harmonischen Verhalten aber auch
zu Kombinationsschwingungen, also ν1 + ν2, ν1 − ν2, 2ν1 + ν2. Beispiele dazu zeigt
Abb. 10.13 für das Molekül CH3J. Bei Molekülen mit mehreren Normalschwingungen
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