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13. Gauss-Verteilung 1+1+2+2 Punkte

Als Wahrscheinlichkeitsverteilung p(z) sei eine Gauss-Verteilung gegeben:

1 _1i(z==0)?
p(z) = e2< “0>, ac€RT, o€ R.

Gehen Sie nun wie folgt vor:

(i) Uberzeugen Sie sich fiir die angegebene Wahrscheinlichkeitsverteilung von der Normierung
fj_;o dxp(x) = 1.
2

(ii) Berechnen Sie fiir die Gauss-Verteilung (z), (z2) und bestimmen Sie damit (22) — (x)2.

(iii) Zeigen Sie fiir eine Verteilung p(z), fiir welche (x) und (2?) existieren, dass 02 = (x?)—(z)2.

Hierbei ist 0 = \/(Az2) mit Az = x — (x). Berechnen Sie fiir die Gauss-Verteilung o>
ohne Ausnutzung der eben gezeigten Beziehung.

(iv) Uberzeugen Sie sich davon, dass fiir eine symmetrische Verteilung, d.h. p(z) = p(—=z), alle
Erwartungswerte (z™), mit n € N, n ungerade verschwinden.

Hinweis: Erwartungswerte von Funktionen f(x) sind durch (f(z)) = fj;o dz p(x) f(x) definiert.
Machen Sie weiterhin vom folgenden Integral gebrauch:

+oo 5
/ dze * =/7.
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14. Detektorstatistik 1+1+42+2 Punkte

Wir betrachten eine 1-dimensionale Anordnung von Detektoren, wie in Abbildung 1 dargestellt.
Dabei falle aus der y-Richtung ein Teilchenstrahl aus einem experimentellen Aufbau auf die
Detektoren, mit denen sich die Position eines einfallenden Teilchens in z-Richtung mit der durch
die Detektoranordnung gegebenen Auflésung bestimmen lisst. Die Detektorpositionen sind dabei
gegeben durch x; = il, i = 1,...,10 und [ dem Abstand zwischen den Mittelpunkten zweier
Detektoren. Die Ergebnisse einer Messung sind in Tabelle 1 zusammengefasst. Der Mittelwert
einer Funktion f(z) der Koordinate z ist definiert durch f(z) = + Z}il n; f(z;), mit n; der
Anzahl der Detektorklicks bei Position x; und N der Gesamtzahl der Detektorklicks.
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Tabelle 1: Anzahl n; der jeweiligen Detektorklicks im gegebe-

Abbildung 1: Darstellung der nen Zeitintervall des Experiments.
Detektoranordnung entlang der -

Achse. Die Position eines Teilchens
das auf den i-ten Detektor fallt wird
mit z; identifiziert.

(i) Berechnen Sie 7 und z2.
(ii) Ermitteln Sie die Abweichung Az =2 — 7 fir i =1,...,10.

(iii) Berechnen Sie mit Ihren Ergebnissen fiir die Az die Standardabweichung o aus der Va-

rianz (das Quadrat der Standardabweichung), 0> = Az2. Berechnen Sie nun mit IThren
Ergebnissen fiir 22 und Z2 den Wert V22 — z2. Ist 0 = V22 — 72 erfiillt?

(iv) Bestimmen Sie eine auf den x; definierte Wellenfunktion v (z;), so dass

(f(x)) = 02 (@) |2 (z:) = fl) gilt.

15. Verteilungen, Momente und Kumulanten 2+2+2 Punkte

Wir betrachten eine Wahrscheinlichkeitsverteilung p(z) fiir z € R. Das n-te Moment pu,, (n € N)
der Verteilung ist definiert durch p, = (z") = fj;o dx x"p(x). Die sogenannte charakteristische
Funktion der Verteilung ist iiber Fourier-Transformation definiert:

(1) x(k) = /+OO dz e Hp(z) = <e*i’”>

—0o0

1
= Z E(—i)",un k™.
n=0
Die sogenannten Kumulanten, C,, einer Verteilung sind durch den Logarithmus der charakteri-
stischen Funktion definiert: In (k) = Y07, (_jﬁ) Ch. Es ldsst sich zeigen, dass die Kumulanten

durch die Momente der Verteilung ausgedriickt werden kénnen. Es gilt fiir die ersten drei Ku-
mulanten:

C’l = M1,
Cy = pg—pi,
Cs = ps—3upe + 245

(i) Verifizieren Sie die Darstellung in der zweiten Zeile von Gl. (1) durch eine Taylor-Entwicklung
von x(k) um k = 0.

Hinweis: Schreiben Sie hierzu die Exponentialreihe aus und nehmen Sie an, dass Sum-
mation und Integration fiir hinreichend gutartige p(x) vertauschen.

(ii) Berechnen Sie die charakteristische Funktion x(k) fiir eine Gauss-Verteilung
1 )2
p(z) = e 2(3) , a€RT, 20 €R.

V2ma?




(iii) Leiten Sie die obigen Darstellungen von C; und Cs aus Ihrem Ergebnis fiir x(k) her.

Bemerkung: Die obigen Definitionen iibertragen sich auf Zufallsvariablen mit diskretem Wer-
tebereich x € {x1,x2,...}. Diese lassen sich durch Wahrscheinlichkeitsverteilungen p(z) =
p16(z — x1) + p2d(x — x2) + ..., mit ) 2, p; = 1 darstellen.



