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5. Diracsche Delta-Funktion 1+1+1+1+1 Punkte

Die Diracsche Delta-Funktion kann wie folgt durch eine Funktionenschar dargestellt werden als

Beweisen Sie die folgenden Eigenschaften:
(i) [ dxd(z) =1
(i) J22 da 0(x)f(z) = £(0)
(it)) o(cx) = @( 1), c#0
(iv) 2d(z) =
(v) [2o dz &'(2)f(x) = —£(0)
Hinweis: Die Deltafunktion ist immer als Faktor innerhalb eines Integrals wie in (i) zu verstehen,

wobei lim,_,o nach der Integration auszufiihren ist! Verwenden Sie fiir Ihre Beweisfithrung nur
das vollstéindige Gauss-Integral

/ dr e = NZs
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sowie die Taylor-Entwicklung

f(z) = f(0)+ f'(0)z + %f”(())xQ +...

6. Inverse Fourier-Transformation 3+2 Punkte

Die Darstellung der Delta-Funktion als Fourier-Transformierte der ‘1’

§(z) = S / dk eF* |
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L dk e(‘km_EkQ), € > 0 gezeigt werden.

soll durch Auswertung des Grenzwerts lim¢_. f o0 O

(a) Fithren Sie hierzu obiges Integral mittels quadratischer Ergénzung fiir ¢ > 0 aus und
bringen Sie das Ergebnis in die Form der Darstellung der Delta-Funktion aus Aufgabe 5.,
siehe oben.

(b) Zeigen Sie damit, dass eine Fourier-Transformation f(k) = [ dx e f(z) durch f(z) =
oL [°° dk e** f(k) invertiert wird.



7. Wellenpakete 4 Punkte

In der Vorlesung wurde gezeigt, wie ein eindimensionales Gaufisches Wellenpaket eines Teilchens
der Masse m im Laufe der Zeit zerflieit. Wenn ein solches Wellenpaket im Impulsraum anfangs
(t = 0) die Form (k) = N exp(—(k — ko)?b?/2) mit einer Normierungskonstanten A/, einem
mittleren Impuls hky und einer Ortsunschérfe b besitzt, gilt fiir die zeitliche Entwicklung der

Ortsunschérfe 9 2592
b t°h
2 _
(Ar)” =3 <1+mzb4>'

Wie lange dauert es fiir ein Elektron (m ~ 1072"g), ein Cgg Molekiil (m =~ 10~2'g) und eine
Schrotkugel (m =~ 1g), bis sich das anfingliche Schwankungsquadrat der Ortsunschérfe verdop-
pelt hat? Dabei sei die Ortsunschirfe anfinglich jeweils etwa ein Atomabstand, b ~ 10~ 8cm.
Ein Elektron in einem Elektronenmikroskop habe eine Geschwindigkeit v ~ 10®m/s und eine
abgefeuerte Schrotkugel v =~ 10%m/s. Wie groB sind die zugehérigen de Broglie Wellenlingen?

8. Unschéarferelation 4 Punkte

Es gelingt bekanntlich niemandem, einen gut gespitzten Zahnstocher auf harter Unterlage ohne
Hilfsmittel so senkrecht auszubalancieren, dafl er auf der Spitze stehen bleibt. Liegt das am Un-
geschick oder an der Unschérfe? Wie lange dauert es z.B. maximal, bis die quantenmechanischen
Unschérfen von Einstellwinkel und Drehimpuls um die Spitze zu einer Neigung von 1° gegen
die Senkrechte fithren? Das Ergebnis ist verbliiffend. Kann man daraus wirklich schlieflen, die
Unschérferelation spiele hier praktisch eine Rolle?

Hinweis: Losen Sie fiir die “quantenmechanische” Betrachtung die klassische Bewegungsglei-
chung und verwenden Sie die Unschérferelation zur Bestimmung des anfinglichen Drehimpulses
lp aus der anfinglichen Auslenkung ¢g. Anschlieend die Anfangsauslenkung ¢y so wihlen,
dafl die Fallzeit maximal wird. Die Rechnung vereinfacht sich, wenn Sie die Losung der Bewe-
gungsgleichung fiir groSe Zeiten durch ihren asymptotischen Verlauf anndhern. Fiir die klassiche
Betrachtung miissen Sie die Anfgangsbedingungen geeignet abschétzen.



