Institut fiir Theoretische Physik Prof. Dr. B. Rosenow
Universitat Leipzig Dr. D. Scherer

Quantenmechanik - Ubungsblatt 2

Sommersemester 2014

Abgabe: Die Aufgaben sollen am Donnerstag, den 17.04., vor der Vorlesung schriftlich ein-
gereicht werden. Die Besprechung erfolgt am Dienstag, den 22.04., in den Ubungen.

Internet: Die Ubungsblitter sind online verfiighar unter
http://www.uni-leipzig.de/~stp/Quantum_Mechanics_SS14.html.

Motivation: Dieses Ubungsblatt vertieft das Verstindis der Wellengleichung, indem ihre An-
wendung in den ersten beiden Aufgaben eingeiibt wird. Aus der Schrodinger-Gleichung kénnen
in systematischer Weise die Bohr-Sommerfeldschen Quantisierungsbedingungen hergeleitet wer-
den. Von der Michtigkeit dieser Niherungmethode sollen Sie sich anhand einer Modellrechnung
zum Quarkonium {iberzeugen. Verstindnis der Quantenmechanik und routiniertes Rechnen mit
Operatoren gehen Hand in Hand. In der letzten Ubungsaufgabe legen wir hierzu den ersten
Grundstein.

6. Klein—Gordon—Gleichung 0 Punkte

Die Schrodingergleichung fiir ein freies Teilchen kann aus der nichtrelativistischen Energie—
2
Impuls—Beziehung F = 2"70, p = |p| mit p € R?, durch die Ersetzung
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gewonnen werden. Leiten Sie auf analoge Weise — siehe Vorlesung — eine Wellengleichung aus
der relativistischen Energie-Impuls—Beziehung ab (Klein—-Gordon—Gleichung).
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Machen Sie fiir die relativistische Wellenfunktion ®(r,¢) den Ansatz ®(r,t) = e_i%t\ll(r,t),
mit mg der Ruhemasse des Teilchens. Leiten Sie damit fiir ein langsam bewegtes Teilchen die
Wellengleichung fiir ¥(r,¢) in fithrender Ordnung in Ey,/Eo ab, wobei die Ruheenergie als
Eg = moc? gegeben ist. Zeigen Sie somit, dass die Schrodinger-Gleichung sich im Grenzfall
niedriger kinetischer Energie ergibt.

7. Zur Schrédinger-Gleichung 3 Punkte

Die Wellenfunktion 1 (r,¢) : R?® x R + C eines Teilchens in einem Potential V(r) geniigt der
Schrodinger-Gleichung

2
ihdpp(r, t) = <—;nv2 - V(r)> Y(r,t).

Zeigen Sie, daf} die Losung der Schrodinger-Gleichung im allgemeinen nicht einfach durch ¢ (r, t) =

i dfﬁz/;(k)ei(k'r*m/ ") mit der “Energie” E = % + V(r) dargestellt werden kann. Hierbei ist

k= |k|.



8. Quarkonium 5 Punkte

Ein Quark, der elementare Bestandteil eines Protons oder Neutrons, wechselwirkt mit seinem
Antiteilchen, dem Antiquark {iber ein Potential, das in guter Ndherung als linear angenommen
werden kann. Es hat also die Form

V(r) = Fr,

wobei r (r > 0) der Abstand zwischen Quark und Antiquark ist. Die Dynamik der Relativko-
ordinate r ist unter Verwendung der reduzierten Masse m, &quivalent zum eindimensionalen
Problem eines Balles im Gravitationsfeld, der elastisch am Erdboden (r = 0) reflektiert wird.
Das Quark-Antiquark System bildet gebundene Zustéinde und wird Quarkonium genannt. Wen-
den Sie die Bohr-Sommerfeldsche Quantisierungsbedingung an, um die diskreten Energien des
Quarkoniums zu berechnen. Nach der Bohr—Sommerfeldschen Quantisierungsbedingung muf3 fiir
einen stationdren Zustand (mit p als kanonischem Impuls und ¢ der zugehorigen generalisierten
Koordinate des Systems)

j{pdq = 27h(n +7)

gelten. In unserem Problem ist fiir den Maslow-Index v = —% zu wihlen.
a) Nehmen Sie eine nicht-relativistische Energie-Impuls Beziehung an und berechnen Sie die

quantisierten Energien nach Bohr-Sommerfeld. Wo liegen die klassischen Umkehrpunkte?

b) Experimentell kann die Riickstellkraft F' abgeschétzt werden zu F' « 1 GeV /fm, die reduzierte
Masse des Quark-Antiquark Systems zu 500 MeV. Berechnen Sie hiermit den Energieabstand
zwischen dem Grundzustand und dem ersten angeregten Niveau. Vergleichen Sie das Ergebnis
mit dem Messwert von etwa 500 MeV.

Beachten Sie: 1fm (Femtometer) = 1071° m; Massen werden in der Elementarteilchenphysik
gerne in Energieeinheiten angegeben, die Umrechnung in kg ist nicht schwer.

9. Lineare Operatoren 2+3 Punkte

(i) Welche der folgenden Operatoren, die auf Funktionen ¥ : R — C wirken, sind linear?

a) 01¥(z) = 2°U() b)  Ox¥(z) =zt ¥(x)
c) O3¥(z)=a¥(x),aeC d) Q4ql(x) =@
e) Os¥(z)=4LV(z)+a,aeC f) O¢¥(x)= [" dc/T(a')a’

(ii) Losen Sie das Eigenwertproblem fiir den Operator Og, also
O (x) = \U(z).
Welche Eigenwerte A fithren zu quadratintegrablen Eigenfunktionen?

Hinweis: Differenzieren Sie beide Seiten der Gleichung nach x.



