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Behandlung von Nichtgleichgewichten in flüssigen Systemen

1. Einleitung

Das Ziel dieser Vorlesung ist die Beschreibung von flüssigen Phasen mehrerer Komponenten im Gleichgewicht mit Hilfe der klassischen Thermodynamik, und darauf aufbauend, die Beschreibung flüssiger Systeme mehrerer Komponenten im Nichtgleichgewicht. 

Die Beschreibung und Modellierung von Phasengleichgewichten ist eine wichtige Aufgabe, mindestens genauso wichtig und interessant ist jedoch die Behandlung von Nichtgleichgewichten in flüssigen Systemen, die im allgemeinen mit einem Stofftransport verbunden sind. Auf der Grundlage der in diesem Kapitel abgeleiteten Beziehungen ist die Simulation von Prozessen wie der Chomatographie, einer sehr leistungsfähigen Methode der Analyse und Trennung von Komponenten in einer Probe, oder der Extraktion möglich.

Der erste Teil der Vorlesung beschäftigt sich ausschließlich mit Phasengleichgewichten. Dabei werden zunächst die allgemeinen Bedingungen für ein System mit einer Komponente im Phasengleichgewicht aufgestellt, was die Minimierung der Helmholtz-Energie gegenüber der Aufteilung von Volumen und Stoffmenge zwischen den Phasen bedeutet:
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Davon ausgehend, werden speziellere Ausdrücke abgeleitet, die für die Berechnung des Phasengleichgewichtes leichter zu handhaben sind. Als weiteres Ergebnis dieser Berechnungen erhält man eine alternative Formulierung der Gleichgewichtsbedingungen,
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die Forderung nach der Gleichheit des Drucks und des chemischen Potentials, in diesem Fall für ein System im Zweiphasengebiet. 

Zur Berechnung der Phasengleichgewichte von mehrkomponentigen Systemen ist es notwendig, einen Ausdruck für die  Helmholtz-Energie einer Mischung zu bestimmen. Dazu soll als Zustandsgleichung für die Komponenten in der Mischung die van der Waals-Gleichung verwendet werden. Die Helmholtzenergie lässt sich aus der Zustandsgleichung bestimmen. Wechselwirkungen der Teilchen verschiedener Komponenten untereinander und damit das mögliche Auftreten von Mischungslücken sollen durch einen empirischen Parameter berücksichtigt werden. In einem weiterem Kapitel werden berechnete Flüssig-Dampf- und Flüssig-flüssig-Phasendiagramme binärer und ternärer Systeme in Abhängigkeit verschiedener Systemgrößen diskutiert. Spezielle Aspekte von Flüssig-flüssig-Gleichgewichten sollen ebenfalls besprochen werden, da wir die Dampfphase bei der Behandlung der Nichtgleichgewichte nicht weiter berücksichtigen werden. 

Im zweiten Teil der Vorlesung wollen wir uns mit Transportprozessen beschäftigen. Eine wichtige Größe ist dabei der Teilchenfluss J. dieser wird üblicherweise durch das Fick´sche Gesetz beschrieben. Wie wir jedoch später sehen werden, ist es für unsere Überlegungen zweckmäßiger, folgende Beziehung zu verwenden, hier zur  Vereinfachung der eindimensionale Fall:  
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Der Fluss ist dabei nicht dem Konzentrationsgradienten proportional, sondern dem Gradienten des chemischen Potentials. L ist die Proportionalitätskonstante, das  chemische Potential kann berechnet werden. Mit Hilfe obiger Gleichung ist die Simulation von Transportprozessen möglich, als wichtige Anwendung soll die Chromatographie besprochen werden. Die Chromatographie ist eine Methode zur Analyse und Trennung von flüssigen Stoffgemischen. Sie beruht auf der unterschiedlich starken Adsorption der Komponenten in der Probe mit einer festen Substanz. Die Probe wird dabei durch eine Säule geschickt, die mit der festen porösen Substanz gefüllt ist. Unterschiedliche Komponenten werden unterschiedlich lange adsorbiert und dementsprechend zu unterschiedlichen Zeiten am Ende der Säule ankommen. Damit ist eine Trennung erreicht. Zusätzlich zu den Wechselwirkungen der Teilchen untereinander müssen nun auch die Wechselwirkungen der Teilchen mit dem Feststoff berücksichtigt werden. Die Abhängigkeit des Trennungseffektes von der Stärke dieser Wechselwirkungen, der Säulenlänge sowie anderer Einflüsse soll untersucht werden.

2.   
Behandlung von Phasengleichgewichten

2.1 
Bedingungen für das Gleichgewicht von zwei Phasen bei T, V = const.

2.1.1 
Phasengleichgewicht im Einkomponentensystem 

Die Kenntnis der thermodynamischen Funktionen eines Systems ermöglicht bei Anwendung der Gleichgewichtsbedingungen die Berechnung der Eigenschaften von Phasen im Gleichgewicht. Mit diesen Daten lassen sich Phasendiagramme für das Flüssig-Dampf-Gleichgewicht bestimmen. Die Phasengrenzfläche und damit ein Gebiet inhomogener Zusammensetzung soll zunächst vernachlässigt werden. 

Die Randbedingungen, die für die experimentelle Untersuchung von Flüssig-Dampf-Gleichgewichten gewählt werden, sind konstante Temperatur T, konstantes Gesamtvolumen V und konstante Gesamtstoffmenge n. Als Zustandsfunktion zur Charakterisierung des Systems eignet sich aufgrund dieser Randbedingungen die Helmholtz-Energie A.  

Die molare Helmholtz-Energie Am(T, () eines einkomponentigen Systems soll als Funktion von Temperatur T und Stoffmengendichte ( bekannt sein. Die Helmholtz-Energie eines Systems mit Stoffmenge n ist:
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Im Zweiphasengebiet sind zusätzlich für die Phase 1 das Volumen V1 und die Stoffmenge n1 festzulegen, woraus die sich die Dichte (1 = n1/V1 ergibt. Die Kenndaten der Phase 2 sind dann V2 = V – V1, n2 = n – n1 und (2 = n2/V2 = (n – n1)/(V – V1). Die Helmholtz-Energie des Systems im Zweiphasengebiet ist:
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Das Gleichgewicht wird durch das Minimum von Ages gegenüber der Variation von n1 und V1 bei konstanter Temperatur festgelegt:
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Anwenden der Bedingungen auf die Gleichung für Ages im Zweiphasengebiet ergibt:
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Man erhält mit der Produktregel:
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Für dn1/dV1 ergibt sich:
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Die Ableitung der Stoffmengendichte 1 = n1/V1 nach dem Volumen ist :
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Damit erhält man:
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Die Ableitung dn2/dV1 ist ebenfalls null, da:
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mit dn = 0. Die Ableitung der Helmholtz-Energie vereinfacht sich zu:
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Es wäre sinnvoll, diesen Ausdruck so umzuformen, daß die Gleichgewichtsbedingung nicht mehr von den absoluten Größen n und V abhängig ist, sondern von der Stoffmengendichte. Diese gibt das Verhältnis von Stoffmenge zu Volumen an.    

Die Umformung kann durch Bildung der inneren Ableitungen der molaren Helmholtz-Energie nach der Stoffmengendichte erfolgen. Diese ergeben mit (2 = (n – n1)/(V – V1) als Funktion von V1:
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Mit:
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ergibt sich:
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Die Gleichgewichtsbedingung läßt sich damit schreiben als


[image: image18.wmf]T

m

T

m

d

dA

d

dA

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

2

2

2

2

1

1

2

1

)

(

)

(

r

r

r

r

r

r


Die Ableitung der Helmholtz-Energie nach der Stoffmenge ist:
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Anwendung der Produktregel ergibt:
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Die Abhängigkeit der molaren Helmholtz-Energie von der Stoffmengedichte wird durch die inneren Ableitungen eingeführt: 
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Die Ableitungen der Stoffmengendichten nach der Stoffmenge sind:
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Damit erhält man:
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Die Gleichgewichtsbedingung läßt sich damit schreiben als
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Bei konstanter Temperatur lassen sich die Gleichgewichtsbedingungen auch dadurch beschreiben, dass Druck und chemisches Potential in beiden Phasen gleich sollen. Mit einigen Umformungen kann man erkennen, daß die aus der Minimierung der Helmholtz-Energie abgeleiteten Bedingungen genau diese Aussagen enthalten.

Für den Druck gilt:
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Wenn die molare Helmholtz-Energie als Funktion der Stoffmengendichte geschrieben wird, erhält man für die innere Ableitung:
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Die Einführung der molaren Helmholtz-Energie und Ableitung der Stoffmengendichte  = n/V nach dem Volumen ergibt:
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Der Vergleich mit der Ableitung der Helmholtz-Energie nach dem Volumen führt zu:
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Das chemische Potential ist definiert als:
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Die Helmholtz-Energie kann als Funktion der Stoffmengendichte geschrieben werden. Einführung der molaren Helmholtz-Energie und Anwendung der Produktregel ergibt:
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Man erhält mit den inneren Ableitungen:
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Der Vergleich mit der Ableitung der Helmholtz-Energie nach der Stoffmenge liefert:
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Damit zeigt sich, dass die verschiedenen Formulierungen der Gleichgewichtsbedingungen äquivalent sind. Außerdem ist es mit Hilfe der abgeleiteten Zusammenhänge möglich, den Druck und das chemische Potential der beiden Phasen im Gleichgewicht zu berechnen, wenn die molare Helmholtz-Energie als Funktion der Stoffmengendichte bekannt ist.

Durch Umformung ergibt sich für das chemische Potential folgender Zusammenhang:
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Das chemische Potential in einem einkomponentigen System ist identisch mit der molaren Gibbs-Energie.

2.1.2
Phasengleichgewicht im Zweikomponentensystem

Die für das Einkomponentensystem abgeleiteten Zusammenhänge sind auch auf Mehrkomponentensysteme übertragbar. Der einfachste Fall ist ein Zweikomponentensystem im Zweiphasengebiet.

Für ein System mit den beiden Komponenten A und B sollen die Temperatur T, das Volumen V  und die Stoffmengen nA und nB festliegen. Die molare Helmholtz-Energie Am(T, () soll bekannt sein als Funktion der Temperatur T und der Dichten (A = nA/V und (B = nB/V. Die Helmholtz-Energie des Systems ist dann: 
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Im Zweiphasengebiet sind zusätzliche Größen zur Charakterisierung anzugeben, etwa für die Phase 1 das Volumen V1 und die Stoffmengen nA1 und nB1. Die entsprechenden Größen für die Phase 2 sind V2, nA2 und nB2. Weitere Größen sind n1 = nA1 + nB1 und n2 = nA2 + nB2.

Die Helmholtzenergie des Systems ergibt sich im Zweiphasengebiet zu:
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Das Gleichgewicht ist festgelegt als Minimum der Helmholtz-Energie gegenüber der Variation von V1, nA1 und nB1. Die Bedingungen für das Phasengleichgewicht sind:
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Mit dem gleichen Vorgehen wie für das Einkomponentensysten gezeigt, können die Bedingungen für das Phasengleichgewicht abgeleitet werden:
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Mit der Kettenregel erhält man:
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Die Ableitung der molaren Helmholtzenergie nach den Stoffmengen der beiden Phasen ergibt:
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Die Ableitungen dnB1/dnA1, dnB2/dnA1, dnA1/dnB1 und dnA2/dnB1 sind gleich null, da die Verteilung von A und B in den beiden Phasen unabhängig von der jeweils anderen Komponente erfolgt. Anwendung der Produktregel und Berücksichtigung von dnA2 = -d(n - nA2) = -dnA1 führt zu:
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Mit der Kettenregel und dB/dnA = 0 sowie dA/dnB = 0 erhält man schließlich:
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Die Gleichheit des Drucks und der chemischen Potentiale von A und B in beiden Phasen im Gleichgewicht kann wieder mit diesen Gleichungen belegt werden. Für den Druck in einer Phase gilt:
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 EMBED Equation.3  [image: image51.wmf]
Wenn die Helmholtz-Energie als Funktion der Stoffmengendichten der Komponenten A und B geschrieben wird, sind die inneren Ableitungen zu bilden:
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Der Vergleich mit der Ableitung der Helmholtz-Energie nach dem Volumen liefert wie für das Einkomponentensystem:
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Die Definition des chemischen Potentials kann aus dem Einkomponentensystem übernommen werden. Für das chemische Potential der Komponente A in Phase 1 gilt:


[image: image55.wmf]T

A

ges

A

dn

dA

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

1

1

m


Dies führt auf:
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Die restlichen Beziehungen für die beiden Komponenten in den beiden Phasen ergeben sich entsprechend. Durch Vergleich dieser Bezeihungen mit den Ableitungen der Helmholtz-Energie nach den Stoffmengen der beiden Komponenten in einer Phase ergibt sich:
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Der Ausdruck xA((A+ xB((B  läßt sich über einige Zwischenschritte umformen:
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und ist identisch mit der molaren Gibbs-Energie des Systems.

2.1.3 
Phasengleichgewicht im Dreikomponentensystem

Für ein System mit den drei Komponenten A, B, und C sollen die Temperatur T, das Volumen V  und die Stoffmengen nA , nB und nC festliegen. Die molare Helmholtz-Energie Am(T, (A, (B, (C) soll bekannt sein als Funktion der Temperatur T und der Dichten (A = nA/V , (B = nB/V und (C = nC/V. Die Helmholtz-Energie des Systems ist dann: 


[image: image63.wmf])

,

,

,

(

)

(

)

,

,

,

,

(

C

B

A

m

AC

B

A

C

B

A

ges

T

A

n

n

n

n

n

n

V

T

A

r

r

r

+

+

=


Im Zweiphasengebiet sind zusätzliche Größen zur Charakterisierung anzugeben, etwa für die Phase 1 das Volumen V1 und die Stoffmengen nA1, nB1 und nC1. Die entsprechenden Größen für die Phase 2 sind V2, nA2, nB2 und nC2. Weitere Definitionen sind n1 = nA1 + nB1 + nC1 und n2 = nA2 + nB2 + nC2. Die Bedingungen für das Phasengleichgewicht sind:
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Die Ableitung der Gleichgewichtsbedingungen erfolgt wie für das Ein- und Zweikomponentensystem gezeigt. Man erhält:
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Die Argumente der Funktionen sind abgekürzte Schreibweisen, die für (1) = ((A1, (B1, (C1) und (2) = ((A2, (B2, (C2) stehen.

Mit der Definition des Drucks:
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ergibt sich durch Vergleich mit der Ableitung:
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Die Ableitungen der molaren Helmholtzenergie nach den Stoffmengen der drei Kompomenten sind:
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Mit der Definition des chemischen Potentials:
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ergibt sich durch Vergleich mit den drei Ableitungen:
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Für die molare Gibbs-Energie kann man folgende Beziehung herleiten:
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2.1.4
Zusammenfassung

In folgender Tabelle sind noch einmal die Systemeigenschaften und Gleichgewichtsbedingungen für das Ein-, Zwei-, und Dreikomponentensystem zusammengefaßt: 

	
	1 Komponente
	2 Komponenten
	3 Komponenten

	System
	Volumen V
Stoffmenge  n
Stoffmengendichte (
	Volumen V
Stoffmengen nA und nB
Stoffmengendichten  (A, (B, ( = (A+(B
	Volumen V
Stoffmengen nA , nB und nC
Stoffmengendichten  (A, (B, (C, ( = (A+(B+(C

	Helmholtz-Energie A
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	Chemisches Potential
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	Molare Gibbs-Energie Gm
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	Druck
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	Bedingung für zwei Phasen im Gleich-gewicht
	P1 = P2
(1 = (2
	P(1) = P(2)

(A(1) = (A(2)

(B(1) = (B(2)
	P(1) = P(2)

(A(1) = (A(2)

(B(1) = (B(2)

(C(1) = (C(2)

	Abkürzungen
	Indizes 1,2 beziehen sich auf Phasen 1,2
	( ) = ((A, (B)

(1) = ((A1, (B1)

(2) = ((A2, (B2)
	( ) = ((A, (B, (C)

(1) = ((A1, (B1, (C1)

(2) = ((A2, (B2, (C2)


2.2 Berechnung der Molaren Helmholtz-Energie einer Mischung

2.2.1 Allgemeine Berechnung

2.2.1.2 Molare Helmholtz-Energie einer binären Mischung

Die Berechnung von Phasengleichgewichten mit den in den vorherigen Kapiteln abgeleiteten Gleichgewichtsbedingungen erfordert die Kenntnis der molaren Helmholtz-Energie. Diese wird definiert durch: 
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Aufgabe ist es, die molare Innere Energie und die molare Entropie einer binären Mischung der Komponenten A und B zu berechnen. Um die Wechselwirkungen der Teilchen in der Mischung zu beschreiben, soll das Modell der regulären Lösung verwendet werden. Bei diesem wird die Wechselwirkung zwischen Teilchen der Sorte A und B als unterschiedlich von der Wechselwirkung zwischen Teilchen gleicher Sorte angenommen, wie es für eine reale Lösung der Fall ist. Die Mischungsenthalpie ist im Gegensatz zur idealen Lösung ungleich null. Die unterschiedlichen Wechselwirkungen beeinflussen in der Regel auch den Betrag der Mischungsentropie, welcher vom Betrag der idealen Lösung abweichen kann. Dieser Einfluß wird im Modell der regulären Lösung jedoch vernachlässigt, die Mischungsentropie soll als ideal angenommen werden. 

Die molare Entropie Sm einer Mischung kann man wie folgt schreiben:
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Dabei ist mit Smpure die molare Entropie in einer reinen Substanz gemeint. Smmix ist die molare Mischungsentropie, die für eine regulären Lösung gleich dem Betrag der idealen Lösung ist:
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Für die Berechnung der molaren Inneren Energie sollen nur die Wechselwirkungsbeiträge der Teilchen untereinander berücksichtigt werden. Alle anderen Beiträge, wie zum Beispiel die kinetische Energie der Teilchen, sollen als konstant betrachtet und nicht berücksichtigt werden.

Verschiedene Wechselwirkungen tragen zur inneren Energie bei:

· die molare Wechselwirkungsenergie UAA von Teilchen der Komponente A 
· die molare Wechselwirkungsenergie UBB von Teilchen der Komponente B 

· die molare Wechselwirkungsenergie UAB von verschiedenen Teilchen A und B



Der Index m zur Kennzeichnung einer molaren Größe wurde zur besseren Übersicht weggelassen, im folgenden sollen UAA, UBB, und UAB als molare Größen verwendet werden.

In einer Mischung von Teilchen der Komponenten A und B ist 

· die molare Innere Energie der Teilchen A: 
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· die molare Innere Energie der Teilchen B 
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Eine wesentliche Annahme, die für die Berechnung der molaren Inneren Energien gemacht wird, ist die Gleichheit der Teilchengrößen von A und B. Um den Einfluß der Teilchengröße zu zeigen, wollen wir annehmen, daß in unserer Mischung die gleiche Anzahl von Teilchen der Sorte A und der Sorte B vorliegt, die Teilchen der Sorte B aber größer als die von A sind. Die Wahrscheinlichkeit, an einem zufälligen Ort ein Teilchen der Sorte B zu finden, ist dann größer als ein Teilchen der Sorte A zu finden. Die Wahrscheinlichkeit, daß irgendein Teilchen mit einem Teilchen der Sorte B wechselwirkt, ist damit auch größer als die Wahrscheinlichkeit, der Wechselwirkung mit einem Teilchen der Sorte A. Bei der Annahme gleicher Teilchengrößen von A und B hängen die Wechselwirkungsenergien ausschließlich von den Molenbrüchen ab. 

Wenn die Volumina der Teilchen von A und B bzw. die Molvolumina der Komponenten A und B nicht gleich groß sind, kann man folgende Überlegungen für die molare Innere Energie anstellen: 

In einer Mischung mit dem Molenbruch xA (xB = 1 - xA) soll die molare Innere Energie der Teilchen von A und B mit:
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beschrieben werden. 

Für die Parameter (A und (B gilt unabhängig vom Verhältnis der Molvolumina (A + (B = 1 und (A(xA = 0) = 0, bzw. (B(xB = 0) = 0. Im Fall gleicher Molvolumina ist es sinnvoll, die Gleichsetzungen (A = xA und  (B = xB vorzunehmen. Im Fall unterschiedlicher Molvolumina richtet sich die funktionale Abhängigkeit der Parameter (A und (B von der Zusammensetzung der Mischung nach der Reichweite der molekularen Wechselwirkung. Wenn die Reichweite größer ist als die Ausdehnung der Moleküle, dann sollten die Parameter (A und (B mit den Volumenbrüchen gleichgesetzt werden: 
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Ist die Reichweite der Wechselwirkung sehr klein gegenüber der Molekülgröße, dann könnte die Querschnittsfläche der Moleküle als Gewichtungsfaktor dienen. Wenn man die Querschnittsfläche mit V2/3 skalieren läßt, dann ergibt sich:
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Allgemein könnte man damit den Zusammenhang zwischen den Parametern (A und (B und den Molenbrüchen in folgender Weise konstruieren:
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wobei der Paramenter ( entweder je nach Reichweite der Kräfte aus dem Intervall [2/3,1] gewählt wird oder einfach an experimentelle Werte angepaßt wird. Für die folgende Ableitung wird ohne Beschränkung der Allgemeinheit ( = 1 gesetzt. 

Die molare Innere Energie des Gesamtsystems ist damit gegeben durch:
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Ausmultiplizieren und Umformen ergibt:
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Für eine ideale Mischung gilt:
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Man kann nun den Ausdruck für UAB bei ungleichen Molvolumina der Komponenten A und B angeben. Aufgrund der Bedingung für eine ideale Mischung gilt für die restlichen Terme in der Gleichung für Um:    
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Umstellen nach UAB führt auf:
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Einsetzen der Ausdrücke für A und B ergibt mit  = 1:
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Mit diesem Ausdruck sieht man, dass die Wechselwirkungsenergie UAB einer idealen Mischung nicht von deren Zusammensetzung abhängt. UAB ergibt sich als mit den Volumina von A und B gewichtetes Mittel der Wechselwirkungsenergien UAA und UBB. Für den Fall VA = VB erhält man:
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Auf der Grundlage dieser Annahme wollen wir die molare Innere Energie Um des Gesamtsystems berechnen. Diese ergibt sich zu:
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Die Stärke der Wechselwirkung zwischen Teilchen der Sorte A und B und damit die Abweichung von einer idealen Mischung soll durch die Einführung des Parameters beschrieben werden:
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Für die molare Innere Energie der Mischung erhält man damit:
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Mit xB = 1(xA ergibt sich:
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Für die möglichen Werte von ergeben sich folgende Fälle:

· ( = 0:  ideale Mischung.

· ( ( 0:  Abstoßung zwischen den Komponenten A und B. 

· ( < 0:  Anziehung zwischen den Komponenten A und B.


Die Abhängigkeit der molaren Inneren Energie vom Molenbruch der Komponente A für die drei Fälle von ist in folgendem Diagramm schematisch dargestellt (UBB < UAA):
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Für stark negative (positive) Werte von kann die molare Innere Energie als Funktion des Molenbruchs auch ein Maximum (Minimum) erreichen. Bei einem Maximum der molaren Inneren Energie kann für bestimmte Zusammensetzungen eine Mischungslücke auftreten. Wenn die Abstoßung zwischen den Teilchen von A und B stark genug ist, kann die Zunahme der Inneren Energie der Mischung nicht mehr durch den Entropiegewinn kompensiert werden. Die Erhöhung der Helmholtz-Energie im einphasigen System führt zur Aufspaltung in zwei Phasen und zur Erniedrigung der Helmholtz-Energie des Systems.  

Die molare Helmholtz-Energie der Mischung ergibt sich mit den Beiträgen der molaren Inneren Energie und der molaren Entropie zu:
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2.2.1.2 
Die molare Helmholtz-Energie einer ternären Mischung 

Die Behandlung des Dreikomponentengemisches kann ähnlich der Behandlung des Zweikomponentengemisches erfolgen. Das Gemisch soll wieder regulär sein, d.h. die Mischungsentropie soll als ideal behandelt werden:
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Die Wechselwirkungen der Teilchen untereinander werden beschrieben durch:

· Die molare Wechselwirkungsenergie UAA von Teilchen der Komponente A

· Die molare Wechselwirkungsenergie UBB von Teilchen der Komponente B

· Die molare Wechselwirkungsenergie UCC von Teilchen der Komponente C

Die Wechselwirkungsenergie von verschiedenen Teilchen wird paarweise definiert als:
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Hier wurden wie für das binäre Gemisch gleiche Volumina der Teilchen von A und B angenommen. Damit hängen die Wechselwkirkungsenergien nicht von den Volumina der Teilchen ab. 

In einer Mischung von Teilchen der Komponenten A, B und C ist:

· die molare innere Energie der Teilchen A: 
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· die molare innere Energie der Teilchen B: 

[image: image124.wmf]BC

C

AB

A

BB

B

B

m

U

x

U

x

U

x

U

+

+

=

,


· die molare innere Energie der Teilchen C: 
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Die molare Innere Energie der ternären Mischung ist dann:
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Ausmultiplikation und Einsetzen der Ausdrücke für die drei Wechselwirkungsenergien verschiedener Teilchen miteinander führt zu (mit dem Molenbruch xC = 1 - xA - xB):
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Die Helmholtz-Energie ist damit:
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2.2.2 Berechnung für eine Mischung von van-der-Waals-Komponenten

2.2.2.1 Die van-der-Waals-Gleichung

Für die Berechnung thermodynamischer Funktionen eines Systems mit Hilfe der klassischen Thermodynamik ist es notwendig, die Zustandsgleichungen der Komponenten zu kennen. Für ein einkomponentiges System ist eine der einfachsten Gleichungen, in der die Wechselwirkungen in einem Fluid berücksichtigt werden, die van-der-Waals-Gleichung:
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oder mit dem molaren Volumen:
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Der Parameter b beschreibt die kurzreichweitigen abstoßenden Wechselwirkungen der Teilchen. Für diese Reichweite ist das Modell der harten Kugeln eine vernünftige Näherung und b kann als Ausschlußvolumen eines Teilchens betrachtet werden, in das andere Teilchen nicht eindringen können:
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r ist der Radius der Kugeln. Für ein System aus n Teilchen beträgt das Ausschlußvolumen aller Teilchen nb. Dieser Abstoßungsanteil führt zu einer Druckerhöhung.

Die langreichweitigen anziehenden Wechselwirkungen werden durch den Parameter a wiedergegeben und führen zu einer Druckerniedrigung. Die Berechnung von a ist jedoch etwas komplizierter als für b gezeigt.  

Mit Hilfe der van-der-Waals-Gleichung lassen sich die kritischen Größen einer Komponente berechnen. Am kritischen Punkt hat die P-V-Kurve eine Krümmung von null und die ersten beiden Ableitungen des Drucks nach dem Volumen bzw. dem molaren Volumen verschwinden:
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Aus den beiden Ableitungen erhält man:
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Die Parameter a und b lassen sich aus kritischen Größen berechnen, bzw. in der van-der-Waals-Gleichung durch diese ersetzen. 

Allgemein lassen sich aus einer Zustandsgleichung Zustandsfunktionen berechnen. Mit der klassischen Thermodynamik erhält man:
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Für die van-der-Waals-Gleichung gilt mit molaren Größen:
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Das unbestimmte Integral ist gleich der Stammfunktion. Die Integrationskonstante C soll null gesetzt werden, da der Absolutwert von Am für die weiteren Betrachtungen keine Rolle spielt, bei der Differenzbildung oder der Bildung von Ableitungen verschwindet C. 

Der gleiche Sachverhalt gilt für das Integral auf der rechten Seite obiger Gleichung und man erhält:
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Die Helmholtz-Energie eines van-der Waals-Fluids als Funktion der Stoffmengendichte = n/V und der Temperatur T ist somit:
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Diese Beziehung kann in die Gleichgewichtsbedingungen eingesetzt und damit die Zusammensetzung der Phasen im Gleichgewicht bestimmt werden.

Die molare Helmholtz-Energie setzt sich aus den Beiträgen der molaren Inneren Energie und der molaren Entropie zusammen. Diese Beiträge können bestimmt werden.

Es gilt:
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Damit ergibt sich für die molare Entropie:
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Für die molare Innere Energie erhält man:
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Im folgenden soll noch die Temperaturabhängigkeit der Stoffmengendichte [image: image195.wmf]0
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eines van-der-Waals-Fluids in der flüssigen und in der Dampfphase bei konstantem Druck betrachten. Diese Abhängigkeit ist im Diagramm dargestellt.

Mit zunehmender Temperatur nimmt die Gesamtstoffmengendichte und die Dichte der flüssigen Phase der Komponente erwartungsgemäß ab, die Dichte der Dampfphase nimmt zu. Am kritischen Punkt bei RT = 8/27  0.3 haben die Dichten für beide Phasen den gleichen Wert, damit liegt das System in einer Phase vor. Die Dichten beider Phasen unterscheiden sich noch bis zur Hälfte der kritischen Temperatur um Größenordnungen, dieser Unterschied wird ab RT 0.15 sehr schnell kleiner. 

2.2.2.2 
Die molare Helmholtz-Energie einer Mischung von zwei van-der-Waals-Komponenten
In der Gleichung für die Helmholtz-Energie einer regulären binären Lösung:
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sind die Wechselwirkungsparameter UAA, UBB und  sowie die molare Entropie Smpure nur allgemein aufgeschrieben. Wenn die Wechselwirkungen der Teilchen im System auf der Grundlage eines bestimmten Modells beschrieben werden sollen, können diese Parameter berechnet werden. Die Berechnung der Entropie ist ebenso möglich.

Das von uns verwendete Modell für die Wechselwirkungen der Teilchen wird durch die van-der-Waals-Gleichung wiedergegeben. Die molare Innere Energie jeder van-der-Waals Komponente ist
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Damit wird aus der Beziehung für die molare Innere Energie eines binären Gemisches für das Gemisch zweier van-der-Waals-Komponenten mit den Parametern aA und aB:
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Diese Gleichung gilt, wie bereits besprochen, nur für gleiche Volumina der Teilchen von A und B. Für die Mischung von zwei van-der-Waals-Fluiden wird diese Bedingung durch die Wahl von bA = bB = b erfüllt, also gleicher Ausschlußvolumina von A und B.

Die molare Innere Energie läßt sich schreiben als Funktion der Stoffmengendichten A und B:
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Wenn man  durch  dividiert, erhält man eine Größe von der Dimension der van-der-Waals-Konstante a, die man als eine Art effektiven Parameter vdw für die Wechselwirkung zwischen A und B auffassen kann: 
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Die molare Innere Energie ist dann:
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Für die molare Entropie der regulären Mischung als Funktion der Stoffmengendichten A und B erhält man mit bA = bB = b:
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Die molare Helmholtz-Energie der regulären Mischung zweier van-der-Waals-Fluide als Funktion der Stoffmengendichten A und B ist:
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Für die Berechnung von Phasendiagrammen ist die Aufstellung der Bedingungen für das Gleichgewicht zwischen zwei Phasen erforderlich. Die Bedingungen wurden bereits abgeleitet und beinhalten unter anderem die Ableitung obiger Gleichung nach den Stoffmengendichten A und B. Deren Ausführung wird im Folgenden angegeben:
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Für die beiden Komponenten werden für Beispielrechnungen folgende van-der-Waals-Konstanten gewählt und die zugehörigen kritischen Größen berechnet:

	Komp.
	a
	b
	RTkrit
	pkrit
	krit = 1/Vm.krit

	A
	1
	1
	0.296
	0.037
	0.333

	B
	0.9
	1
	0.267
	0.033
	0.333


Reale Werte für a bewegen sich in der Größenordnung von 10-6 Pa L2 mol-2 und für b in der Größenordnung von 10-2 L mol-2. Für unsere Betrachtungen spielen die Absolutwerte der van-der-Waals-Parameter und der kritischen Größen allerdings keine Rolle. Da der Parameter b bei der Berechnung der Wechselwirkungsenergien nicht auftritt, werden die unterschiedlichen Wechselwirkungen in den beiden Stoffen allein durch die Wahl von a und zwischen den beiden Stoffen durch vdw bestimmt.  

Phasendiagramme für Flüssig-Dampf- und Flüssig-flüssig-Gleichgewichte, d. h. T-x-Diagramme (P-x-Diagramme) wurden nun aus den Gleichgewichtsbedingungen für verschiedene Werte von P (T) und vdw berechnet.

2.3 
Phasendiagramme

2.3.1  
Binäre Mischung von zwei van-der-Waals-Komponenten

2.3.1.1  
Flüssig-Dampf-Gleichgewichte

Für das binäre Gemisch von zwei van-der-Waals-Komponenten wurden mit den in Abschnitt 2.2.2.2 angegebenen van-der-Waals-Parametern Dampfdruckdiagramme für das Flüssig-Dampf-Gleichgewicht berechnet. Im Vordergrund soll die Diskussion des Einflusses von vdw auf den Kurvenverlauf stehen. Die Temperatur soll für alle Diagramme konstant und gleich sein.

[image: image196.wmf]0

1

x

A

G

m

(x

A

, 

)

chi > 0

chi = 0

chi < 0

Die wesentlichen Informationen, die man einem Phasendiagramm entnehmen kann, sollen noch einmal am Dampfdruckdiagramm einer idealen Mischung wiederholt werden. (Diagramm 1). Dazu wurde für die Berechnung vdw = 0 gewählt. Mit der Bezeichnung chi im Diagramm ist vdw gemeint.

Die rote Kurve (Siedekurve) beschreibt die Abhängigkeit des Dampfdrucks der Mischung vom Molenbruch von A in der flüssigen Phase. Der lineare Zusammenhang ergibt sich für eine ideale Mischung. Die Dampfdrücke der reinen Komponenten A und B sind mit pA* bzw. pB* bezeichnet.  Der Zusammenhang zwischen Molenbruch von A in der Dampfphase und Dampfdruck der Mischung ist etwas komplizierter, es ergibt sich die grüne Kurve (Taukurve). Oberhalb der roten und unterhalb der grünen Kurve liegt das System für jedes Druck-Molenbruch-Wertepaar in einer Phase vor, über der roten Kurve in der flüssigen Phase und unter der grünen Kurve in der Dampfphase. Nach der Phasenregel hat das System im einphasigen Bereich zwei Freiheitsgrade, Druck und Molenbruch sind bei konstanter Temperatur frei wählbar. Im Bereich zwischen beiden Kurven spaltet das System in zwei Phasen auf. Im Zweiphasengebiet hat das System nach der Phasenregel nur noch einen Freiheitsgrad. Für jeden Wert des Drucks ist der Wert des Molenbruchs festgelegt und umgekehrt. Das Phasengleichgewicht wird damit durch eine Linie im Phasendiagramm beschrieben. 

Die Zusammensetzung der beiden Phasen kann man direkt aus dem Phasendiagramm ablesen. Der Systemzustand, der durch den Druck P1 und die Gesamtzusammensetzung des Systems zA im Diagramm gekennzeichnet ist, liegt im Zweiphasengebiet. Die Zusammensetzung der Flüssigkeit xA und die Zusammensetzung des Dampfes yA erhält man mit der Konnode entsprechend der Darstellung im Diagramm. 
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Das Siedediagramm (T-xA-Diagramm) einer idealen Mischung ist in Diagramm 2 dargestellt.

Die Reihenfolge von Taukurve und Siedekurve ist vertauscht im Vergleich zum Dampfdruckdiagramm. Im Bereich über der Taukurve liegt das System in der Dampfphase vor, unter der Siedekurve in der Flüssigphase. Temperaur-Molenbruch-Wertepaare zwischen beiden Kurven liegen im Zweiphasengebiet.
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Jetzt wollen wir nicht-ideale Mischungen betrachten. Diagramm 3 wurde für vdw = 0.05 berechnet.

Die Dampfdruckkurve in Abhängigkeit des Molenbruchs der flüssigen Phase erfüllt nicht mehr die lineare Abhän-gigkeit, die durch das  Raoult´sche Gesetz für eine ideale Lösung gegeben wäre. Die Abstoßung zwischen den Komponenten ist noch nicht so stark, daß ein azeotroper Punkt oder eine Mischungslücke im Phasendiagramm auftritt. 

Die Dampfdruckkurven sind jedoch zu größeren Werten des Drucks ver-schoben, verglichen mit den Dampf-druckkurven der idealen Mischung. Der Grund dafür ist, daß die abstoßende Wechselwirkung zwischen den Teilchen von A und B in der Lösung zu einer Destabiliserung der Lösung führt und eine stärkere Verdampfung fördert.

Wenn man die abstoßende Wechselwirkung zwischen den Teilchen der Komponenten A und B erhöht (auf vdw = 0.1), erhält man Diagramm 4.
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Diagramm 4

Die Abstoßung zwischen den beiden Komponenten ist so stark, daß ein Dampfdruckmaximum auftritt. Die Destabilisierung der flüssigen Phase bei dieser Zusammensetzung erleichert die Verdampfung der Teilchen erheblich. Im T-xA-Diagramm tritt bei konstantem Druck ein Siedepunktsminimum bei dieser Zusammensetzung auf (siehe Diagramm 6 in Kapitel 2.3.1.2). Bei der Destillation eines solchen Gemisches  lassen sich die Komponenten nicht weiter als bis zur Zusammensetzung am Maximum auftrennen, man spricht von einem azeotropen Punkt.

Das Auftreten einer Mischungslücke soll nur kurz für eine noch größere Abstoßung zwischen den Teilchen von A und B (vdw = 0.15) in Diagramm 5 diskutiert werden. Im nächsten Kapitel wird ausführlicher darauf eingegangen. 

Wie man sieht, ist das Dampfdruckmaximum im Diagramm zu einem noch höheren Druck verschoben, was mit der Erhöhung der Abstoßungskräfte korreliert. Die Kurve wurde nicht geschlossen berechnet, die Tendenz ist allerdings offensichtlich. Zusätzlich zum Dampfdruckmaximum tritt eine Flüssig-flüssig-Mischungslücke auf. Deren Verlauf ist ebenfalls mit nur wenigen Punkten angedeutet. Die Mischungslücke setzt sich im Existenzgebiet der flüssigen Phase zu höheren Drücken fort. Zu niedrigeren Drücken unterhalb der Taukurve ist das Flüssig-flüssig-Gleichgewicht nicht stabil, die Bildung der Dampfphase ist bevorzugt.

2.3.1.2 Flüssig-flüssig-Gleichgewichte

Wenn die Abstoßung zwischen den Komponenten groß genug ist, tritt neben einem azeotropen Punkt auch eine Flüssig-flüssig-Mischungslücke auf. Dieser Sachverhalt wurde in Kapitel 2.3.1.1 für Diagramm 4 diskutiert. Wir wollen in diesem Kapitel von der Darstellung der Dampfdruckdiagramme bei konstanter Temperatur zu Siedediagrammen (T-xA-Diagrammen) übergehen. Diese Darstellung wird vor allem bei der Diskussion von Destillationsprozessen verwendet, da dort bei konstanten Druck gearbeitet wird. Die Darstellung der Phasengleichgewichte in T-xA-Diagrammen ist möglicherweise übersichtlicher und vertrauter.

Bei der Diskussion der Phasendiagramme soll der Einfluß von vdw und des Druckes P betrachtet werden. 

Das erste Diagramm wurde für vdw= 0.15 und P = 0.015 berechnet.  
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Die Diskussion von Siedediagrammen kann ähnlich wie für die Dampfdruckdiagramme erfolgen. Im Gebiet zwischen der roten und grünen Kurve liegt das System im Zweiphasengebiet vor, Flüssigkeit und Dampf sind im Gleichgewicht. Im Bereich zwischen schwarzer Kurve und xA-Achse liegen zwei flüssige Phasen vor. Oberhalb der grünen Kurve liegt das System in einer Dampfphase vor, zwischen der roten und schwarzen Kurve in einer flüssigen Phase. Die Zusammensetzun-gen der Phasen in den Zweiphasengebieten lassen sich für eine gegebene Temperatur bestimmen, wie in Abschnitt 2.3.1.1 beschrieben. Das Auftreten einer Mischungslücke ist wie der azeotrope Punkt auf die starken Abstoßungskräfte der Teilchen der beiden Komponenten in der flüssigen Phase zurückzuführen. Die Aufspaltung in zwei Phasen führt zur Minimierung der Helmholtz-Energie und hebt Destabiliserung der flüssigen Phase auf. 
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Für Diagramm 7 wurde die abstoßende Wechselwirkung zwischen den Teilchen von A und B noch weiter erhöht. Die Mischungslücke tritt für höhere Temperaturen auf als in Diagramm 6 und schneidet die beiden Kurven für das Flüssig-Dampf-Gleichgewicht. Das Ge-misch beginnt zu sieden, bevor beide Komponenten vollständig mischbar sind. Oberhalb der grünen Kurve tritt nur die Dampfphase auf. Die Mischungslücke ist bei diesen hohen Temperaturen nicht stabil, die Kurve beschreibt einem metastabilen Zustand. Daß dieser Zustand nicht beobachtet wird, liegt daran, daß die Teilchen in der Gas- und Flüssigphase sehr beweglich sind. Die Umwandlung in den thermodynamisch stabileren gasförmigen einphasigen Zustand erfordert keine Aktivierungsenergie und verläuft damit extrem schnell. Der gleiche Sachverhalt gilt für die beiden Kurven, die das Flüssig-Dampf-Gleichgewicht beschreiben. Im Bereich der Mischungslücke ist die Auftrennung in flüssige und Dampfphase energetisch ungünstig, die Bildung von zwei flüssigen Phasen ist bevorzugt. Die beiden Kurven beschreiben damit auch einen metastabilen Zustand, der aber ebenfalls nicht beobachtbar ist. Welche der verschiedenen Kurven im jeweiligen Temperatur-Zusammensetzungsbereich das stabilere System beschreibt, läßt sich durch Berechnung der Helmholtz-Energie prinzipiell bestimmen.  

Ein interessanter Aspekt ergibt sich bei Betrachtung der gestrichelten Linie im Diagramm. Diese schneidet die Kurve der Mischungslücke in zwei Punkten und die Kurve für die Beschreibung des Flüssig-Dampf-Gleichgewichts in einem Punkt. Bei der gegebenen Temperatur liegen damit drei Phasen im Gleichgewicht vor, es handelt sich um einen Tripelpunkt. Nach der Phasenregel gibt es im Zweikomponentensystem im Dreiphasengebiet noch einen Freiheitsgrad. Bei festgehaltener Temperatur ist die Zusammensetzung des Gemisches frei wählbar, sofern man sich nicht im Einphasengebiet befindet. 
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Wie in Diagramm 8 zu sehen ist, führt die weitere Erhöhung der Abstoßung zwischen den Teilchen von A und B dazu, daß die Mischungslücke immer größer wird. Im Temperatur- und Zusammensetzungsbereich, in dem ausschließlich die flüssige Phase existiert, sind die Komponenten für fast jede Zusammensetzung nicht mehr vollständig miteinander mischbar.Die schwarze Kurve im Existenzgebiet des Dampfes kennzeichnet wieder metastabile Zustände, ebenso wie die rote und die grüne Kurve im Bereich der Flüssig-flüssig-Mischungslücke. Der Tripelpunkt ist ebenfalls erkennbar.
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Wenn man vdw aus Diagramm 8 festhält, aber den Druck erhöht, ergibt sich Diagramm 9. Eine Druckerhöhung führt zu einer Siedepunktserhöhung. Damit verschieben sich die T-xA-Kurven für das Flüssig-Dampf-Gleichgewicht zu höheren Temperaturen.  

Die Lage der Flüssig-flüssig-Mischungs-lücke dagegen wird von der Druckerhöhung kaum beeinflußt. 

Bei weiterer Druckerhöhung wird die Kurve für das Flüssig-Dampf-Gleichgewicht so weit zu höheren Temperaturen verschoben, daß sich die Komponenten vor dem Sieden wieder vollständig mischen, man erhält ein ähnliches Bild wie in Diagramm 5.
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Für ein zweikomponentiges System im Flüssig-flüssig-Gleichgewicht soll die Temperaturabhängigkeit der Stoffmengendichten der beiden Phasen gezeigt werden (Diagramm 10). Die Dichten der beiden flüssigen Phasen unterscheiden sich nur leicht. Mit zunehmender Temperatur nehmen die  Dichten ab und bei der kritischen Temperatur RTcrit sind beiden Dichten gleich, es liegt nur noch eine Phase vor.
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Bei der Behandlung der Phasendiagramme stellten wir fest, daß ein Tripelpunkt auftritt, wenn das Gemisch vor der vollständigen Entmischung zu sieden beginnt (Diagramme 7, 8 und 9). Die beiden flüssigen Phasen und die Dampfphase stehen dann miteinander im Gleichgewicht Die Lage des Flüssig-Dampfgleichgewichts ist druckabhängig, mit zunehmendem Druck erhöht sich die Siedetemperatur der Lösung. Die Lage des Flüssig-flüssig-Gleichgewichts dagegen ist praktisch druckunabhängig. Das führt dazu, daß die Temperatur am Tripelpunkt RTtriple mit zunehmendem Druck zunimmt (Diagramm 11). Bei der oberen Entmischungstemperatur RTup 0.195 endet die Kurve, die Mischunglücke ist aufgehoben.
2.3.2   
Flüssig-Flüssig-Gleichgewichte einer Mischung von drei van-der-Waals-Komponenten
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Für ternäre Systeme wurden ebenfalls Phasendiagramme berechnet. Als van-der-Waals-Parameter wurde für alle Komponenten  a = 1 und b= 1 gewählt. Die Parameter AB, BC undAC wurden so gewählt, daß eine Mischungslücke auftrat. Zur Vereinfachung der Diskussion und übersichtlicheren Darstellung wurden p, T = const. gesetzt. Nach der Phasenregel hat das ternäre System dann zwei Freiheitsgrade, die Molenbrüche von zwei Komponenten. Die Darstellung erfolgt in Form eines gleichseitigen Dreiecks, wie in Diagramm 1 gezeigt.  

Jede der Seiten gehört zu einem binären System, z. B. ist entlang der Linie der Seite AB xC = 0. Jeder Punkt im Inneren des Dreiecks entspricht einem ternären System. Für eine ideale Mischung erhält man keine Mischungslücke, das System liegt im gesamten Zusammensetzungsbereich in einer Phase vor. Wenn man die Zusammensetzung der Lösung an einem bestimmten Punkt im Diagramm wissen möchte, dann erfolgt die Bestimmung wie im Diagramm gezeigt.

Für das erste Phasendiagramm wurde AB = 0.25 gewählt (Diagramm 2). 
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Die Teilchen der Sorte A und B bilden bereits bei xc = 0 im binären System eine Mischungslücke. Die beiden anderen Parameter wurden null gesetzt. Wenn nur ein Wechselwirkungsparameter ungleich null gewählt wurde, erhält man diese „symmetrische“ Mischungslücke. Ein Punkt innerhalb der Mischungslücke beschreibt die Gesamtzusammensetzung des Systems. Die Bestimmung der Zusammensetzung der beiden flüssigen Phasen erfolgt wie im Diagramm gezeigt. Die Konnode verläuft parallel zur Seite AB. Die Wahl von AB  0 und BC = AC = 0 ist allerdings physikalisch sinnlos. Um dies zu begründen, kann man von der Tatsache ausgehen, daß abstoßende Wechselwirkungen zwischen Teilchen verschiedener Sorte in fluiden Mischungen auf unterschiedliche Polaritäten der Teilchen zurückzuführen sind. In der Mischung mit AB  0 und BC = AC = 0 unterscheiden sich die Teilchen der Sorte A und B stark in ihren Polaritäten. Die Teilchen der Sorte B und C haben die gleiche Polarität, sie bilden eine ideale Mischung. Der gleiche Sachverhalt gilt für die Wechselwirkung der Teilchen von A mit den Teilchen von C. Aus diesen beiden Aussagen kann man schließen, daß auch die Teilchen der Sorte A und B die gleiche Polarität haben und damit eine ideale Mischung bilden sollten. Dies widerspricht jedoch der Festlegung einer nicht-idealen Mischung zwischen den Komponenten A und B.

Anders ausgedrückt: Wenn zwischen den Teilchen von A und B aufgrund unterschiedlicher Polaritäten abstoßende Wechselwirkungen existieren, dann existieren auch zwischen den Teilchen der Sorte C  und mindestens einer der beiden Teilchensorten A und B abstoßende Wechselwirkungen. 

Diese Überlegungen führen dazu, daß die Mischungslücke nicht mehr den „symmetrischen“ Verlauf wie in Diagramm 2 hat. Für die Berechung von Diagramm 3 wurden zwei Wechselwirkungsparameter ungleich null gewählt.
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Die Mischungslücke hat sich aufgrund der zusätzlichen Abstoßung zwischen den Teilchen von B und C vergößert. Der Verlauf der Konnode ist nicht mehr parallel zur Seite AB. Wenn allerdings das Phasendiagramm bekannt ist, dann ist auch die Zusammensetzung der Phasen für einige Gesamtzusammensetzungen des Systems bekannt. 

In Diagramm 4 sind einige berechnete Mischungslücken für verschiedene Werte der Wechselwirkungsparameter gezeigt.
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Die beiden Fälle, in denen nur ein Wechselwirkungsparameter ungleich null gewählt wurde, sind wie besprochen physikalisch unsinnig. Es soll lediglich die Zunahme der Mischungslücke für einen größeren Zusammensetzungsbereich mit zunehmender Abstoßung zwischen den Teilchen von A und B gezeigt werden. Wenn eine Abstoßung zwischen den Teilchen von B und C hinzugefügt wird, dann liegt das System nur noch für einen relativ kleinen Zusammensetzungsbereich in einer Phase vor.

Wenn man Phasendiagramme in Abhängigkeit von BC bei festgehaltenem AB berechnet, erhält man Diagramm 5. 

[image: image211.emf]Diagramm 1

chi = 0.0

0

0.00002

0.00004

0.00006

0.00008

0.0001

0.00012

0 1

P

Dampf

Flüssigkeit

p

A

*

p

B

*

y

A

x

A

z

A

P

1

Wenn die Abstoßung zwischen den Komponenten B und C groß genug ist, dann liegt auch in der binären  Mischung von B und C eine Mischungslücke vor und man erhält die beiden roten Kurven. 

2.4   
Behandlung von Flüssig-flüssig-Gleichgewichten

2.4.1 
Molare Gibbs-Energie einer Mischung von zwei van-der-Waals-Komponenten

Bei der Beschränkung auf Flüssig-flüssig-Gleichgewichte sind die Dichteunterschiede zwischen den beiden Phasen im Bereich einiger Prozent. Einige Vereinfachungen lassen sich einführen durch die Annahme, daß unser Gemisch überall die gleiche Stoffmengendichte hat. Das erfordert die Gleichheit der Molvolumina beider Komponenten sowie die Konstanz der partiellen Molvolumina bei Änderung des Mischungsverhältnisses. Diese Annahme ist eine recht grobe Näherung.

Bei konstantem Druck ist der Ausdruck PVm konstant. Damit unterscheiden sich molare Gibbs-Energie und molare Helmholtz-Energie nur durch eine Konstante:
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Diese Konstante wird in der Folge keine Rolle spielen. Der Absolutwert der Gibbs-Energie wird nicht benötigt, da nur Differenzen und Ableitungen gebildet werden, bei diesen verschwindet PVm. Damit können wir von der Helmholtz-Energie zur Gibbs-Energie übergehen. Gm läßt sich schreiben als Funktion des Molenbruchs xA:
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Die molare Gibbs-Energie setzt sich aus dem Beitrag der molaren Inneren Energie und der molaren Entropie sowie dem Ausdruck PVm zusammen, der aber nicht berüclsichtigt werden soll:
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Der schematische Verlauf der molaren Gibbs-Energie eines binären flüssigen Gemischs für drei verschiedene Werte von ist in folgendem Diagramm gezeigt, darunter die Diagramme für die molare Innere Energie und die molare Entropie (mit Sm,A = Sm,B):
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Für die Behandlung des flüssig-flüssig-Gleichgewichts ist nur die Kurve von Gm für     > 0 von Bedeutung. Das Auftreten eines Maximums aufgrund starker Abstoßungskräfte zwischen den Teilchen von A und B zeigt eine Mischungslücke an. Das einphasige System ist nicht für jede Zusammensetzung der Phasen stabil und spaltet gegebenenfalls in ein Zweiphasensystem auf. Wie wir im nächsten Kapitel sehen werden, kann man die Zusammensetzung der beiden Phasen direkt aus dem Gm-x-Diagramm ablesen. Diese ist in der Regel nicht durch die Lage der beiden Minima gegeben, wie man vielleicht intuitiv vermuten würde.

Die molare Gibbs-Energie ist bei Vernachlässigung des Terms PVm mit der molaren Helmholtz-Energie identisch und für die Mischung zweier van-der-Waals-Komponenten als Funktion der Stoffmengendichten von A und B gegeben durch:
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Bei konstantem Volumen und damit konstanter Stoffmengendichte ist der Entropiebeitrag Rln(1/ – b) eine additive Konstante und kann vernachlässigt werden. Mit dieser Vereinfachung erhält man für die molare Gibbs-Energie:
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Mit dieser Gleichung läßt sich die Zusammensetzung der Phasen im Gleichgewicht einer binären Mischung von zwei van-der-Waals-Komponenten im Zweiphasengebiet bestimmen. Die Bestimmung der Systemeigenschaften im Gleichgewicht erfordert wieder die Aufstellung der Gleichgewichtsbedingungen.  

2.4.2 Bedingungen für das Flüssig-flüssig-Gleichgewicht im

Zweikomponentensystem bei T, P = const.

Für ein System mit den beiden Komponenten A und B sollen die Temperatur T und die Stoffmengen nA und nB festliegen. Da für die Untersuchung von Flüssig-flüssig-Gleichgewichten bei konstantem Druck P gearbeitet wird, eignet sich die Verwendung der Gibbs-Energie G als Zustandsfunktion. Die molare Gibbs-Energie Gm(T, xA) soll bekannt sein als Funktion der Temperatur T und des Molenbruchs der Komponente A. Die Gibbs-Energie des Systems ist dann:
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Das flüssige System ist durch den Molenbruch xA bei gegebenem Druck und Temperatur vollständig charakterisiert. Im Zweiphasengebiet sind zusätzliche Größen anzugeben, etwa für die Phase 1 die Stoffmengen nA1 und nB1. Die entsprechenden Größen für die Phase 2 sind nA2 und nB2. Weitere Definitionen sind n1 = nA1 + nB1 und n2 = nA2 + nB2.

Die Gibbs-Energie des Systems ergibt sich im Zweiphasengebiet zu
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Das Gleichgewicht ist festgelegt als das Minimum der Gibbs-Energie gegenüber der Variation von nA1 und nB1. Die Bedingungen für ein Extremum sind:
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Unter Anwendung der Produktregel und der Kettenregel erhält man:
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mit dnA1 = -d(nA - nA2) = - dnA2 und dnB1 = -d(nB - nB2) = - dnB2. Der Molenbruch der Komponente A läßt sich schreiben als: 
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Die inneren Ableitungen sind damit:
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Man erhält für die Gleichgewichtsbedingungen :
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Die Differenz beider Gleichungen liefert:
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Dies bedeutet, dass im Gleichgewicht die Ableitung der molaren Gibbs-Energie für beide Phasen identisch sein muß. Mit Hilfe dieser Beziehung lassen sich die Gleichgewichtsbedingungen umformen zu:
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Diagramm 1

ideale Mischung

Dies ist äquivalent mit der graphischen Bestimmung der Phasenzusammen-setzung wie im Diagramm gezeigt. Dabei wird eine Tangente an die Kurve der molaren Gibbs-Energie gelegt, deren Berührungspunkte die Zusam-mensetzung der beiden Phasen angeben. Für Gm,A = Gm,B liegen beide Minima bei dem gleichen Wert für Gm und die Tangente mit dem Anstieg null streift die Minima. Im Bereich zwischen den beiden im Diagramm gezeigten Zusammensetzungen xA1 und xA2 ist das einphasige System nicht stabil und spaltet in ein zweiphasiges System mit diesen Zusammensetzungen auf. 

2.4.3
Analytische Bestimmung der oberen Entmischungstemperatur 

Ein interessanter Punkt ist die Möglichkeit, die oberen Entmischungstemperaturen des binären Gemischs im Rahmen der bisherigen Modellvorstellungen zu berechnen.

Die Berechnung soll zunächst für den einfachen Fall eines Gemisches von zwei van-der-Waals-Komponenten mit aA = aB = a und damit UAA = UBB = Um erfolgen. Die molare Gibbs-Energie des Gemischs in Abhängigkeit des Molenbruchs von xA ist in folgendem Diagramm dargestellt ( > 0):
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Wenn  groß genug ist, erhält man ein Maximum bei xA = 0.5 und damit eine Mischungslücke. Die Zusammensetzungen der beiden Phasen sind in diesem Fall durch die Lage der beiden Minima gegeben. Phasentrennung liegt vor, wenn die Bedingungen für ein Maximum bei xA = 0.5 erfüllt sind:
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Mit zunehmender Temperatur verschiebt sich die Lage beider Minima in Richtung xA = 0.5.  Oberhalb der oberen Entmischungstemperatur verschwindet das Maximum und es liegt ein einphasiges System im gesamten Zusammensetzungsbereich vor, wie im untenstehenden Diagramm gezeigt. Für das Minimum bei xA = 0.5 gelten folgende Bedingungen:
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Bei der oberen Entmischungstemperatur T = Tup wechselt die zweite Ableitung ihr Vorzeichen an  der Stelle xA = 0.5:
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Die molare Gibbs-Energie einer Mischung von zwei van-der-Waals-Komponenten als Funktion des Molenbruchs ist mit der Näherung konstanter Stoffmengendichte gegeben durch:
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bzw. mit UAA = UBB = Um:


[image: image181.wmf](

)

(

)

)

1

ln(

)

1

(

ln

)

1

(

2

A

A

A

A

vdw

A

A

m

m

A

x

x

x

x

TR

x

x

U

x

G

-

-

+

+

-

-

=

rc


Für die Ableitungen ergibt sich damit:
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Aus der zweiten Ableitung erhält man für die Temperatur:
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Für die obere Entmischungstemperatur Tup und xA = 0.5 erhält man:
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und damit einen linearen Zusammenhang zwischen oberer Entmischungstemperaturund . Der Vergleich von mit dieser Gleichung berechneten oberen kritischen Entmischungstemperaturen Tup,calc. und aus den Phasendiagrammen ermittelten Tup,PD für verschiedene Werte von und vdw ist in folgender Tabelle vollzogen:

	vdw
	
	RTup,PD
	RTup,calc.

	0.15
	0.830
	0.125
	0.124

	0.20
	0.765
	0.154
	0.153

	0.30
	0.620
	0.195
	0.186


Die Abweichungen der oberen Entmischungstemperaturen RTup,PD und RTup,ber. lassen sich damit begründen, daß die Näherung der konstanten Stoffmengendichte bei der Berechnung der Phasendiagramme nicht verwendet wurde und somit zusätzliche Terme bei der Berechnung der molaren Gibbs-Energie auftraten. Die Unterschiede in den oberen Entmischungstemperaturen sind jedoch relativ gering.

Der allgemeinere Fall eines Gemisches von zwei Van-der-Waals-Komponenten ist mit aA  aB  und damit UAA UBB gegeben. Der mögliche schematische Verlauf der molaren Gibbs-Energie für ein solches Gemisch als Funktion des Molenbruchs xA ist im linksstehenden Diagramm gezeigt. Wie man sieht, tritt nicht zwingend ein Maximum der molaren Gibbs-Energie im Bereich zwischen den beiden Gleichgewichtszusammensetzungen xA1 und xA2 auf. Diese sind durch die Punkte gegeben, die von der im Diagramm eingezeichneten Tangente gestreift werden. Die Kurve hat zwei Wendepunkte, deren Lage durch die länger gestrichelten Linien und die Molenbrüche x und x gekennzeichnet ist. Mit zunehmender Temperatur wird der Abstand zwischen beiden Wendepunkten auf der xA-Achse immer kleiner und bei der oberen Entmischungstemperatur Tup fallen beide Wendepunkte zusammen. Die Bedingung für das Vorliegen eines Wendepunktes ist:
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Mit der Gleichung für die molare Gibbs-Energie:
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erhält man:
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Die gleiche zweite Ableitung wurde auch für aA = aB erhalten. Umstellung ergibt:
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Das ist die Normalform einer quadratischen Gleichung der Form x2 + px + q = 0. Mit der Lösungsformel erhält man:
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Diese Gleichung hat formal zwei Lösungen. Bei der oberen Entmischungstemperatur fallen beide Wendepunkte zu einem zusammen, aus diesem Grund gibt es nur eine Lösung. Der Ausdruck unter der Wurzel muß gleich null sein, dann fallen auch beide Lösungen zusammen. Damit gibt es eine mögliche Zusammensetzung und es liegt ein einphasiges System mit xA = 0.5 vor. Dieses Ergebnis für aA aB ist identisch mit dem Ergebnis für aA =aB. 
Für den Ausdruck unter der Wurzel erhält man bei der oberen Entmischungstemperatur:
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Dieses Ergebnis stimmt ebenfalls mit dem Ergebnis für aA =aB überein. Im Rahmen der Näherung konstanter Stoffmengendichte wird die obere Entmischungstemperatur und die Zusammensetzung, bei der Tup auftritt, von der Wahl für aA und aB nicht beeinflußt.

Anhand des Ausdrucks unter der Wurzel kann man sich das Verhalten des Systems in Abhängigkeit der Temperatur erklären. Für T = Tup ergibt sich der bereits beschriebene Sachverhalt. Für T < Tup erhält man:
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Damit hat die Wurzel in der Lösungsformel der quadratischen Gleichung einen reellen Wert und man erhält zwei Lösungen xA1 und xA2. Unterhalb der kritischen Entmischungstemperatur liegt das System im Zweiphasengebiet vor. Wenn T > Tup, ergibt sich:
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Die Wurzel hat keinen reellen Wert, man erhält keine Lösung. Daraus kann man schließen, daß das System im Einphasengebiet vorliegt. 

Das Auftreten der oberen Mischungstemperatur bei xA = 0.5 stimmt nicht mit den Werten von A bei Tup in den berechneten Phasendiagrammen überein. Dieser Unterschied entsteht durch die Tatsache, daß die Berechnung der Phasendiagramme nicht mit der Näherung konstanter Stoffmengendichte erfolgte. 
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34.442

-1.678

73.968

33.648

-6.672

77.134

32.854

-11.426

80.06

32.06

-15.94

82.746

31.266

-20.214

85.192

30.472

-24.248

87.398

29.678

-28.042

89.364

28.884

-31.596

91.09

28.09

-34.91

92.576

27.296

-37.984

93.822

26.502

-40.818

94.828

25.708

-43.412

95.594

24.914

-45.766

96.12

24.12

-47.88

96.406

23.326

-49.754

96.452

22.532

-51.388

96.258

21.738

-52.782

95.824

20.944

-53.936

95.15

20.15

-54.85

94.236

19.356

-55.524

93.082

18.562

-55.958

91.688

17.768

-56.152

90.054

16.974

-56.106

88.18

16.18

-55.82

86.066

15.386

-55.294

83.712

14.592

-54.528

81.118

13.798

-53.522

78.284

13.004

-52.276

75.21

12.21

-50.79

71.896

11.416

-49.064

68.342

10.622

-47.098

64.548

9.828

-44.892

60.514

9.034

-42.446

56.24

8.24

-39.76

51.726

7.446

-36.834

46.972

6.652

-33.668

41.978

5.858

-30.262

36.744

5.064

-26.616

31.27

4.27

-22.73

25.556

3.476

-18.604

19.602

2.682

-14.238

13.408

1.888

-9.632

6.974

1.094

-4.786

0.3

0.3

0.3



Um

		UAA		0.60000		chi1		0.00000

		UBB		0.30000		chi2		0.50000

						chi3		-0.50000

		xA		U1		U2		U3

		0		0.30		0.30		0.30

		0.02		0.31		0.32		0.30

		0.04		0.31		0.33		0.29

		0.06		0.32		0.35		0.29

		0.08		0.32		0.36		0.29

		0.1		0.33		0.38		0.29

		0.12		0.34		0.39		0.28

		0.14		0.34		0.40		0.28

		0.16		0.35		0.42		0.28

		0.18		0.35		0.43		0.28

		0.2		0.36		0.44		0.28

		0.22		0.37		0.45		0.28

		0.24		0.37		0.46		0.28

		0.26		0.38		0.47		0.28

		0.28		0.38		0.48		0.28

		0.3		0.39		0.50		0.29

		0.32		0.40		0.50		0.29

		0.34		0.40		0.51		0.29

		0.36		0.41		0.52		0.29

		0.38		0.41		0.53		0.30

		0.4		0.42		0.54		0.30

		0.42		0.43		0.55		0.30

		0.44		0.43		0.56		0.31

		0.46		0.44		0.56		0.31

		0.48		0.44		0.57		0.32

		0.5		0.45		0.58		0.33

		0.52		0.46		0.58		0.33

		0.54		0.46		0.59		0.34

		0.56		0.47		0.59		0.34

		0.58		0.47		0.60		0.35

		0.6		0.48		0.60		0.36

		0.62		0.49		0.60		0.37

		0.64		0.49		0.61		0.38

		0.66		0.50		0.61		0.39

		0.68		0.50		0.61		0.40

		0.7		0.51		0.62		0.41

		0.72		0.52		0.62		0.42

		0.74		0.52		0.62		0.43

		0.76		0.53		0.62		0.44

		0.78		0.53		0.62		0.45

		0.8		0.54		0.62		0.46

		0.82		0.55		0.62		0.47

		0.84		0.55		0.62		0.48

		0.86		0.56		0.62		0.50

		0.88		0.56		0.62		0.51

		0.9		0.57		0.62		0.53

		0.92		0.58		0.61		0.54

		0.94		0.58		0.61		0.55

		0.96		0.59		0.61		0.57

		0.98		0.59		0.60		0.58

		1		0.60		0.60		0.60





Um

		



UAA

UBB

chi = 0

chi > 0

chi < 0

xA

Um(xA, c)



Gm

		UAA		0.30000		chi1		300.00000				TR		110

		UBB		40.00000		chi2		0.00000				TSm		1

		UA2		0.30000		chi3		-300.00000

		UB2		40.00000

				x1		0.10000		0.10000

				x2		0.50000		0.50000

		xA		U1		U2						Sm				Gm1		Gm2		Gm3

		0		40.00		40.00		40.00				1				41.00		41.00		41.00

		0.02		45.09		39.21		33.33				-9.7843024608				35.30		29.42		23.54

		0.04		49.93		38.41		26.89				-17.4738562508				32.46		20.94		9.42

		0.06		54.54		37.62		20.70				-23.9664274751				30.57		13.65		-3.27

		0.08		58.90		36.82		14.74				-29.6646308945				29.24		7.16		-14.92

		0.1		63.03		36.03		9.03				-34.7591270731				28.27		1.27		-25.73

		0.12		66.92		35.24		3.56				-39.36174904				27.55		-4.13		-35.81

		0.14		70.56		34.44		-1.68				-43.545983357				27.02		-9.10		-45.22

		0.16		73.97		33.65		-6.67				-47.3636867341				26.60		-13.72		-54.04

		0.18		77.13		32.85		-11.43				-50.8532835491				26.28		-18.00		-62.28

		0.2		80.06		32.06		-15.94				-54.0442665892				26.02		-21.98		-69.98

		0.22		82.75		31.27		-20.21				-56.9598757575				25.79		-25.69		-77.17

		0.24		85.19		30.47		-24.25				-59.6187920896				25.57		-29.15		-83.87

		0.26		87.40		29.68		-28.04				-62.0362608845				25.36		-32.36		-90.08

		0.28		89.36		28.88		-31.60				-64.2248649192				25.14		-35.34		-95.82

		0.3		91.09		28.09		-34.91				-66.195073226				24.89		-38.11		-101.11

		0.32		92.58		27.30		-37.98				-67.955640333				24.62		-40.66		-105.94

		0.34		93.82		26.50		-40.82				-69.5139025669				24.31		-43.01		-110.33

		0.36		94.83		25.71		-43.41				-70.8760014273				23.95		-45.17		-114.29

		0.38		95.59		24.91		-45.77				-72.0470539221				23.55		-47.13		-117.81

		0.4		96.12		24.12		-47.88				-73.031283371				23.09		-48.91		-120.91

		0.42		96.41		23.33		-49.75				-73.8321200211				22.57		-50.51		-123.59

		0.44		96.45		22.53		-51.39				-74.4522780278				22.00		-51.92		-125.84

		0.46		96.26		21.74		-52.78				-74.8938134304				21.36		-53.16		-127.68

		0.48		95.82		20.94		-53.94				-75.1581663799				20.67		-54.21		-129.09

		0.5		95.15		20.15		-54.85				-75.2461898616				19.90		-55.10		-130.10

		0.52		94.24		19.36		-55.52				-75.1581663799				19.08		-55.80		-130.68

		0.54		93.08		18.56		-55.96				-74.8938134304				18.19		-56.33		-130.85

		0.56		91.69		17.77		-56.15				-74.4522780278				17.24		-56.68		-130.60

		0.58		90.05		16.97		-56.11				-73.8321200211				16.22		-56.86		-129.94

		0.6		88.18		16.18		-55.82				-73.031283371				15.15		-56.85		-128.85

		0.62		86.07		15.39		-55.29				-72.0470539221				14.02		-56.66		-127.34

		0.64		83.71		14.59		-54.53				-70.8760014273				12.84		-56.28		-125.40

		0.66		81.12		13.80		-53.52				-69.5139025669				11.60		-55.72		-123.04

		0.68		78.28		13.00		-52.28				-67.955640333				10.33		-54.95		-120.23

		0.7		75.21		12.21		-50.79				-66.195073226				9.01		-53.99		-116.99

		0.72		71.90		11.42		-49.06				-64.2248649192				7.67		-52.81		-113.29

		0.74		68.34		10.62		-47.10				-62.0362608845				6.31		-51.41		-109.13

		0.76		64.55		9.83		-44.89				-59.6187920896				4.93		-49.79		-104.51

		0.78		60.51		9.03		-42.45				-56.9598757575				3.55		-47.93		-99.41

		0.8		56.24		8.24		-39.76				-54.0442665892				2.20		-45.80		-93.80

		0.82		51.73		7.45		-36.83				-50.8532835491				0.87		-43.41		-87.69

		0.84		46.97		6.65		-33.67				-47.3636867341				-0.39		-40.71		-81.03

		0.86		41.98		5.86		-30.26				-43.545983357				-1.57		-37.69		-73.81

		0.88		36.74		5.06		-26.62				-39.36174904				-2.62		-34.30		-65.98

		0.9		31.27		4.27		-22.73				-34.7591270731				-3.49		-30.49		-57.49

		0.92		25.56		3.48		-18.60				-29.6646308945				-4.11		-26.19		-48.27

		0.94		19.60		2.68		-14.24				-23.9664274751				-4.36		-21.28		-38.20

		0.96		13.41		1.89		-9.63				-17.4738562508				-4.07		-15.59		-27.11

		0.98		6.97		1.09		-4.79				-9.7843024608				-2.81		-8.69		-14.57

		1		0.30		0.30		0.30				1				1.30		1.30		1.30
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UA



Gm

		



xA

Sm(xA)
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chi > 0

chi = 0

chi < 0

xA

Gm(xA, c)



		



chi > 0

chi = 0

chi < 0

xA

Um(xA, c)



		






_1090749527.xls
Diagramm4

		0		0		0

		0.02		0.02		0.02

		0.04		0.04		0.04

		0.06		0.06		0.06

		0.08		0.08		0.08

		0.1		0.1		0.1

		0.12		0.12		0.12

		0.14		0.14		0.14

		0.16		0.16		0.16

		0.18		0.18		0.18

		0.2		0.2		0.2

		0.22		0.22		0.22

		0.24		0.24		0.24

		0.26		0.26		0.26

		0.28		0.28		0.28

		0.3		0.3		0.3

		0.32		0.32		0.32

		0.34		0.34		0.34

		0.36		0.36		0.36

		0.38		0.38		0.38

		0.4		0.4		0.4

		0.42		0.42		0.42

		0.44		0.44		0.44

		0.46		0.46		0.46

		0.48		0.48		0.48

		0.5		0.5		0.5

		0.52		0.52		0.52

		0.54		0.54		0.54

		0.56		0.56		0.56

		0.58		0.58		0.58

		0.6		0.6		0.6

		0.62		0.62		0.62

		0.64		0.64		0.64

		0.66		0.66		0.66

		0.68		0.68		0.68

		0.7		0.7		0.7

		0.72		0.72		0.72

		0.74		0.74		0.74

		0.76		0.76		0.76

		0.78		0.78		0.78

		0.8		0.8		0.8

		0.82		0.82		0.82

		0.84		0.84		0.84

		0.86		0.86		0.86

		0.88		0.88		0.88

		0.9		0.9		0.9

		0.92		0.92		0.92

		0.94		0.94		0.94

		0.96		0.96		0.96

		0.98		0.98		0.98

		1		1		1



chi > 0

chi = 0

chi < 0

xA

Gm(xA, c)

41

41

41

37.2624798048

31.3824798048

25.5024798048

35.8170267039

24.2970267039

12.7770267039

35.1109229749

18.1909229749

1.2709229749

34.8147565408

12.7347565408

-9.3452434592

34.7725323948

7.7725323948

-19.2274676052

34.8927507855

3.2127507855

-28.4672492145

35.1152863442

-1.0047136558

-37.1247136558

35.3977108539

-4.9222891461

-45.2422891461

35.7085861871

-8.5714138129

-52.8514138129

36.0237818816

-11.9762181184

-59.9762181184

36.3242834712

-15.1557165288

-66.6357165288

36.5948064722

-18.1251935278

-72.8451935278

36.8228774582

-20.8971225418

-78.6171225418

36.9982014297

-23.4817985703

-83.9617985703

37.1122128151

-25.8877871849

-88.8877871849

37.1577488185

-28.1222511815

-93.4022511815

37.1288069907

-30.1911930093

-97.5111930093

37.0203624686

-32.0996375314

-101.2196375314

36.8282286092

-33.8517713908

-104.5317713908

36.5489499692

-35.4510500308

-107.4510500308

36.1797199827

-36.9002800173

-109.9802800173

35.7183179773

-38.2016820227

-112.1216820227

35.1630617387

-39.3569382613

-113.8769382613

34.5127729619

-40.3672270381

-115.2472270381

33.7667537496

-41.2332462504

-116.2332462504

32.9247729619

-41.9552270381

-116.8352270381

31.9870617387

-42.5329382613

-117.0529382613

30.9543179773

-42.9656820227

-116.8856820227

29.8277199827

-43.2522800173

-116.3322800173

28.6089499692

-43.3910500308

-115.3910500308

27.3002286092

-43.3797713908

-114.0597713908

25.9043624686

-43.2156375314

-112.3356375314

24.4248069907

-42.8951930093

-110.2151930093

22.8657488185

-42.4142511815

-107.6942511815

21.2322128151

-41.7677871849

-104.7677871849

19.5302014297

-40.9497985703

-101.4297985703

17.7668774582

-39.9531225418

-97.6731225418

15.9508064722

-38.7691935278

-93.4891935278

14.0922834712

-37.3877165288

-88.8677165288

12.2037818816

-35.7962181184

-83.7962181184

10.3005861871

-33.9794138129

-78.2594138129

8.4017108539

-31.9182891461

-72.2382891461

6.5312863442

-29.5887136558

-65.7087136558

4.7207507855

-26.9592492145

-58.6392492145

3.0125323948

-23.9874676052

-50.9874676052

1.4667565408

-20.6132434592

-42.6932434592

0.1749229749

-16.7450770251

-33.6650770251

-0.7069732961

-12.2269732961

-23.7469732961

-0.8495201952

-6.7295201952

-12.6095201952

1.3

1.3

1.3



Um

		UAA		0.60000		chi1		0.00000

		UBB		0.30000		chi2		0.50000

						chi3		-0.50000

		xA		U1		U2		U3

		0		0.30		0.30		0.30

		0.02		0.31		0.32		0.30

		0.04		0.31		0.33		0.29

		0.06		0.32		0.35		0.29

		0.08		0.32		0.36		0.29

		0.1		0.33		0.38		0.29

		0.12		0.34		0.39		0.28

		0.14		0.34		0.40		0.28

		0.16		0.35		0.42		0.28

		0.18		0.35		0.43		0.28

		0.2		0.36		0.44		0.28

		0.22		0.37		0.45		0.28

		0.24		0.37		0.46		0.28

		0.26		0.38		0.47		0.28

		0.28		0.38		0.48		0.28

		0.3		0.39		0.50		0.29

		0.32		0.40		0.50		0.29

		0.34		0.40		0.51		0.29

		0.36		0.41		0.52		0.29

		0.38		0.41		0.53		0.30

		0.4		0.42		0.54		0.30

		0.42		0.43		0.55		0.30

		0.44		0.43		0.56		0.31

		0.46		0.44		0.56		0.31

		0.48		0.44		0.57		0.32

		0.5		0.45		0.58		0.33

		0.52		0.46		0.58		0.33

		0.54		0.46		0.59		0.34

		0.56		0.47		0.59		0.34

		0.58		0.47		0.60		0.35

		0.6		0.48		0.60		0.36

		0.62		0.49		0.60		0.37

		0.64		0.49		0.61		0.38

		0.66		0.50		0.61		0.39

		0.68		0.50		0.61		0.40

		0.7		0.51		0.62		0.41

		0.72		0.52		0.62		0.42

		0.74		0.52		0.62		0.43

		0.76		0.53		0.62		0.44

		0.78		0.53		0.62		0.45

		0.8		0.54		0.62		0.46

		0.82		0.55		0.62		0.47

		0.84		0.55		0.62		0.48

		0.86		0.56		0.62		0.50

		0.88		0.56		0.62		0.51

		0.9		0.57		0.62		0.53

		0.92		0.58		0.61		0.54

		0.94		0.58		0.61		0.55

		0.96		0.59		0.61		0.57

		0.98		0.59		0.60		0.58

		1		0.60		0.60		0.60





Um

		



UAA

UBB

chi = 0

chi > 0

chi < 0

xA

Um(xA, c)



Gm

		UAA		0.30000		chi1		300.00000				TR		90

		UBB		40.00000		chi2		0.00000				TSm		1

		UA2		0.30000		chi3		-300.00000

		UB2		40.00000

				x1		0.10000		0.10000

				x2		0.50000		0.50000

		xA		U1		U2						Sm				Gm1		Gm2		Gm3

		0		40.00		40.00		40.00				1				41.00		41.00		41.00

		0.02		45.09		39.21		33.33				-7.8235201952				37.26		31.38		25.50

		0.04		49.93		38.41		26.89				-14.1149732961				35.82		24.30		12.78

		0.06		54.54		37.62		20.70				-19.4270770251				35.11		18.19		1.27

		0.08		58.90		36.82		14.74				-24.0892434592				34.81		12.73		-9.35

		0.1		63.03		36.03		9.03				-28.2574676052				34.77		7.77		-19.23

		0.12		66.92		35.24		3.56				-32.0232492145				34.89		3.21		-28.47

		0.14		70.56		34.44		-1.68				-35.4467136558				35.12		-1.00		-37.12

		0.16		73.97		33.65		-6.67				-38.5702891461				35.40		-4.92		-45.24

		0.18		77.13		32.85		-11.43				-41.4254138129				35.71		-8.57		-52.85

		0.2		80.06		32.06		-15.94				-44.0362181184				36.02		-11.98		-59.98

		0.22		82.75		31.27		-20.21				-46.4217165288				36.32		-15.16		-66.64

		0.24		85.19		30.47		-24.25				-48.5971935278				36.59		-18.13		-72.85

		0.26		87.40		29.68		-28.04				-50.5751225418				36.82		-20.90		-78.62

		0.28		89.36		28.88		-31.60				-52.3657985703				37.00		-23.48		-83.96

		0.3		91.09		28.09		-34.91				-53.9777871849				37.11		-25.89		-88.89

		0.32		92.58		27.30		-37.98				-55.4182511815				37.16		-28.12		-93.40

		0.34		93.82		26.50		-40.82				-56.6931930093				37.13		-30.19		-97.51

		0.36		94.83		25.71		-43.41				-57.8076375314				37.02		-32.10		-101.22

		0.38		95.59		24.91		-45.77				-58.7657713908				36.83		-33.85		-104.53

		0.4		96.12		24.12		-47.88				-59.5710500308				36.55		-35.45		-107.45

		0.42		96.41		23.33		-49.75				-60.2262800173				36.18		-36.90		-109.98

		0.44		96.45		22.53		-51.39				-60.7336820227				35.72		-38.20		-112.12

		0.46		96.26		21.74		-52.78				-61.0949382613				35.16		-39.36		-113.88

		0.48		95.82		20.94		-53.94				-61.3112270381				34.51		-40.37		-115.25

		0.5		95.15		20.15		-54.85				-61.3832462504				33.77		-41.23		-116.23

		0.52		94.24		19.36		-55.52				-61.3112270381				32.92		-41.96		-116.84

		0.54		93.08		18.56		-55.96				-61.0949382613				31.99		-42.53		-117.05

		0.56		91.69		17.77		-56.15				-60.7336820227				30.95		-42.97		-116.89

		0.58		90.05		16.97		-56.11				-60.2262800173				29.83		-43.25		-116.33

		0.6		88.18		16.18		-55.82				-59.5710500308				28.61		-43.39		-115.39

		0.62		86.07		15.39		-55.29				-58.7657713908				27.30		-43.38		-114.06

		0.64		83.71		14.59		-54.53				-57.8076375314				25.90		-43.22		-112.34

		0.66		81.12		13.80		-53.52				-56.6931930093				24.42		-42.90		-110.22

		0.68		78.28		13.00		-52.28				-55.4182511815				22.87		-42.41		-107.69

		0.7		75.21		12.21		-50.79				-53.9777871849				21.23		-41.77		-104.77

		0.72		71.90		11.42		-49.06				-52.3657985703				19.53		-40.95		-101.43

		0.74		68.34		10.62		-47.10				-50.5751225418				17.77		-39.95		-97.67

		0.76		64.55		9.83		-44.89				-48.5971935278				15.95		-38.77		-93.49

		0.78		60.51		9.03		-42.45				-46.4217165288				14.09		-37.39		-88.87

		0.8		56.24		8.24		-39.76				-44.0362181184				12.20		-35.80		-83.80

		0.82		51.73		7.45		-36.83				-41.4254138129				10.30		-33.98		-78.26

		0.84		46.97		6.65		-33.67				-38.5702891461				8.40		-31.92		-72.24

		0.86		41.98		5.86		-30.26				-35.4467136558				6.53		-29.59		-65.71

		0.88		36.74		5.06		-26.62				-32.0232492145				4.72		-26.96		-58.64

		0.9		31.27		4.27		-22.73				-28.2574676052				3.01		-23.99		-50.99

		0.92		25.56		3.48		-18.60				-24.0892434592				1.47		-20.61		-42.69

		0.94		19.60		2.68		-14.24				-19.4270770251				0.17		-16.75		-33.67

		0.96		13.41		1.89		-9.63				-14.1149732961				-0.71		-12.23		-23.75

		0.98		6.97		1.09		-4.79				-7.8235201952				-0.85		-6.73		-12.61

		1		0.30		0.30		0.30				1				1.30		1.30		1.30
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1
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-57.8076375314
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-52.3657985703

-50.5751225418

-48.5971935278

-46.4217165288
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-35.4467136558

-32.0232492145
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-24.0892434592
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1



Um

		UAA		0.60000		chi1		0.00000

		UBB		0.30000		chi2		0.50000

						chi3		-0.50000

		xA		U1		U2		U3

		0		0.30		0.30		0.30

		0.02		0.31		0.32		0.30

		0.04		0.31		0.33		0.29

		0.06		0.32		0.35		0.29

		0.08		0.32		0.36		0.29

		0.1		0.33		0.38		0.29

		0.12		0.34		0.39		0.28

		0.14		0.34		0.40		0.28

		0.16		0.35		0.42		0.28

		0.18		0.35		0.43		0.28

		0.2		0.36		0.44		0.28

		0.22		0.37		0.45		0.28

		0.24		0.37		0.46		0.28

		0.26		0.38		0.47		0.28

		0.28		0.38		0.48		0.28

		0.3		0.39		0.50		0.29

		0.32		0.40		0.50		0.29

		0.34		0.40		0.51		0.29

		0.36		0.41		0.52		0.29

		0.38		0.41		0.53		0.30

		0.4		0.42		0.54		0.30

		0.42		0.43		0.55		0.30

		0.44		0.43		0.56		0.31

		0.46		0.44		0.56		0.31

		0.48		0.44		0.57		0.32

		0.5		0.45		0.58		0.33

		0.52		0.46		0.58		0.33

		0.54		0.46		0.59		0.34

		0.56		0.47		0.59		0.34

		0.58		0.47		0.60		0.35

		0.6		0.48		0.60		0.36

		0.62		0.49		0.60		0.37

		0.64		0.49		0.61		0.38

		0.66		0.50		0.61		0.39

		0.68		0.50		0.61		0.40

		0.7		0.51		0.62		0.41

		0.72		0.52		0.62		0.42

		0.74		0.52		0.62		0.43

		0.76		0.53		0.62		0.44

		0.78		0.53		0.62		0.45

		0.8		0.54		0.62		0.46

		0.82		0.55		0.62		0.47

		0.84		0.55		0.62		0.48

		0.86		0.56		0.62		0.50

		0.88		0.56		0.62		0.51

		0.9		0.57		0.62		0.53

		0.92		0.58		0.61		0.54

		0.94		0.58		0.61		0.55

		0.96		0.59		0.61		0.57

		0.98		0.59		0.60		0.58

		1		0.60		0.60		0.60





Um

		



UAA

UBB

chi = 0

chi > 0
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Gm

		UAA		0.30000		chi1		300.00000				TR		90

		UBB		40.00000		chi2		0.00000				TSm		1

		UA2		0.30000		chi3		-300.00000

		UB2		40.00000

				x1		0.10000		0.10000

				x2		0.50000		0.50000

		xA		U1		U2						Sm				Gm1		Gm2		Gm3

		0		40.00		40.00		40.00				1				41.00		41.00		41.00

		0.02		45.09		39.21		33.33				-7.8235201952				37.26		31.38		25.50

		0.04		49.93		38.41		26.89				-14.1149732961				35.82		24.30		12.78

		0.06		54.54		37.62		20.70				-19.4270770251				35.11		18.19		1.27

		0.08		58.90		36.82		14.74				-24.0892434592				34.81		12.73		-9.35

		0.1		63.03		36.03		9.03				-28.2574676052				34.77		7.77		-19.23

		0.12		66.92		35.24		3.56				-32.0232492145				34.89		3.21		-28.47

		0.14		70.56		34.44		-1.68				-35.4467136558				35.12		-1.00		-37.12

		0.16		73.97		33.65		-6.67				-38.5702891461				35.40		-4.92		-45.24

		0.18		77.13		32.85		-11.43				-41.4254138129				35.71		-8.57		-52.85

		0.2		80.06		32.06		-15.94				-44.0362181184				36.02		-11.98		-59.98

		0.22		82.75		31.27		-20.21				-46.4217165288				36.32		-15.16		-66.64

		0.24		85.19		30.47		-24.25				-48.5971935278				36.59		-18.13		-72.85

		0.26		87.40		29.68		-28.04				-50.5751225418				36.82		-20.90		-78.62

		0.28		89.36		28.88		-31.60				-52.3657985703				37.00		-23.48		-83.96

		0.3		91.09		28.09		-34.91				-53.9777871849				37.11		-25.89		-88.89

		0.32		92.58		27.30		-37.98				-55.4182511815				37.16		-28.12		-93.40

		0.34		93.82		26.50		-40.82				-56.6931930093				37.13		-30.19		-97.51

		0.36		94.83		25.71		-43.41				-57.8076375314				37.02		-32.10		-101.22

		0.38		95.59		24.91		-45.77				-58.7657713908				36.83		-33.85		-104.53

		0.4		96.12		24.12		-47.88				-59.5710500308				36.55		-35.45		-107.45

		0.42		96.41		23.33		-49.75				-60.2262800173				36.18		-36.90		-109.98

		0.44		96.45		22.53		-51.39				-60.7336820227				35.72		-38.20		-112.12

		0.46		96.26		21.74		-52.78				-61.0949382613				35.16		-39.36		-113.88

		0.48		95.82		20.94		-53.94				-61.3112270381				34.51		-40.37		-115.25

		0.5		95.15		20.15		-54.85				-61.3832462504				33.77		-41.23		-116.23

		0.52		94.24		19.36		-55.52				-61.3112270381				32.92		-41.96		-116.84

		0.54		93.08		18.56		-55.96				-61.0949382613				31.99		-42.53		-117.05

		0.56		91.69		17.77		-56.15				-60.7336820227				30.95		-42.97		-116.89

		0.58		90.05		16.97		-56.11				-60.2262800173				29.83		-43.25		-116.33

		0.6		88.18		16.18		-55.82				-59.5710500308				28.61		-43.39		-115.39

		0.62		86.07		15.39		-55.29				-58.7657713908				27.30		-43.38		-114.06

		0.64		83.71		14.59		-54.53				-57.8076375314				25.90		-43.22		-112.34

		0.66		81.12		13.80		-53.52				-56.6931930093				24.42		-42.90		-110.22

		0.68		78.28		13.00		-52.28				-55.4182511815				22.87		-42.41		-107.69

		0.7		75.21		12.21		-50.79				-53.9777871849				21.23		-41.77		-104.77

		0.72		71.90		11.42		-49.06				-52.3657985703				19.53		-40.95		-101.43

		0.74		68.34		10.62		-47.10				-50.5751225418				17.77		-39.95		-97.67

		0.76		64.55		9.83		-44.89				-48.5971935278				15.95		-38.77		-93.49

		0.78		60.51		9.03		-42.45				-46.4217165288				14.09		-37.39		-88.87

		0.8		56.24		8.24		-39.76				-44.0362181184				12.20		-35.80		-83.80

		0.82		51.73		7.45		-36.83				-41.4254138129				10.30		-33.98		-78.26

		0.84		46.97		6.65		-33.67				-38.5702891461				8.40		-31.92		-72.24

		0.86		41.98		5.86		-30.26				-35.4467136558				6.53		-29.59		-65.71

		0.88		36.74		5.06		-26.62				-32.0232492145				4.72		-26.96		-58.64

		0.9		31.27		4.27		-22.73				-28.2574676052				3.01		-23.99		-50.99

		0.92		25.56		3.48		-18.60				-24.0892434592				1.47		-20.61		-42.69

		0.94		19.60		2.68		-14.24				-19.4270770251				0.17		-16.75		-33.67

		0.96		13.41		1.89		-9.63				-14.1149732961				-0.71		-12.23		-23.75

		0.98		6.97		1.09		-4.79				-7.8235201952				-0.85		-6.73		-12.61

		1		0.30		0.30		0.30				1				1.30		1.30		1.30
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		0.32		0.32		0.32

		0.34		0.34		0.34
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		0.46		0.46		0.46
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		0.5		0.5		0.5

		0.52		0.52		0.52

		0.54		0.54		0.54

		0.56		0.56		0.56

		0.58		0.58		0.58

		0.6		0.6		0.6

		0.62		0.62		0.62

		0.64		0.64		0.64

		0.66		0.66		0.66

		0.68		0.68		0.68

		0.7		0.7		0.7

		0.72		0.72		0.72

		0.74		0.74		0.74

		0.76		0.76		0.76

		0.78		0.78		0.78

		0.8		0.8		0.8

		0.82		0.82		0.82

		0.84		0.84		0.84

		0.86		0.86		0.86

		0.88		0.88		0.88

		0.9		0.9		0.9

		0.92		0.92		0.92

		0.94		0.94		0.94

		0.96		0.96		0.96

		0.98		0.98		0.98
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0.4742

0.2818

0.384

0.4848

0.2832

0.39

0.495

0.285

0.396

0.5048

0.2872

0.402

0.5142

0.2898

0.408

0.5232

0.2928

0.414

0.5318

0.2962

0.42

0.54

0.3

0.426

0.5478

0.3042

0.432

0.5552

0.3088

0.438

0.5622

0.3138

0.444

0.5688

0.3192

0.45

0.575

0.325

0.456

0.5808

0.3312

0.462

0.5862

0.3378

0.468

0.5912

0.3448

0.474

0.5958

0.3522

0.48

0.6

0.36

0.486

0.6038

0.3682

0.492

0.6072

0.3768

0.498

0.6102

0.3858

0.504

0.6128

0.3952

0.51

0.615

0.405

0.516

0.6168

0.4152

0.522

0.6182

0.4258

0.528

0.6192

0.4368

0.534

0.6198

0.4482

0.54

0.62

0.46

0.546

0.6198

0.4722

0.552

0.6192

0.4848

0.558

0.6182

0.4978

0.564

0.6168

0.5112

0.57

0.615

0.525

0.576

0.6128

0.5392

0.582

0.6102

0.5538

0.588

0.6072

0.5688

0.594

0.6038

0.5842

0.6

0.6

0.6



Tabelle1

		UAA		0.60000		chi1		0.00000

		UBB		0.30000		chi2		0.50000

						chi3		-0.50000

		xA		U1		U2		U3

		0		0.30		0.30		0.30

		0.02		0.31		0.32		0.30

		0.04		0.31		0.33		0.29

		0.06		0.32		0.35		0.29

		0.08		0.32		0.36		0.29

		0.1		0.33		0.38		0.29

		0.12		0.34		0.39		0.28

		0.14		0.34		0.40		0.28

		0.16		0.35		0.42		0.28

		0.18		0.35		0.43		0.28

		0.2		0.36		0.44		0.28

		0.22		0.37		0.45		0.28

		0.24		0.37		0.46		0.28

		0.26		0.38		0.47		0.28

		0.28		0.38		0.48		0.28

		0.3		0.39		0.50		0.29

		0.32		0.40		0.50		0.29

		0.34		0.40		0.51		0.29

		0.36		0.41		0.52		0.29

		0.38		0.41		0.53		0.30

		0.4		0.42		0.54		0.30

		0.42		0.43		0.55		0.30

		0.44		0.43		0.56		0.31

		0.46		0.44		0.56		0.31

		0.48		0.44		0.57		0.32

		0.5		0.45		0.58		0.33

		0.52		0.46		0.58		0.33

		0.54		0.46		0.59		0.34

		0.56		0.47		0.59		0.34

		0.58		0.47		0.60		0.35

		0.6		0.48		0.60		0.36

		0.62		0.49		0.60		0.37

		0.64		0.49		0.61		0.38

		0.66		0.50		0.61		0.39

		0.68		0.50		0.61		0.40

		0.7		0.51		0.62		0.41

		0.72		0.52		0.62		0.42

		0.74		0.52		0.62		0.43

		0.76		0.53		0.62		0.44

		0.78		0.53		0.62		0.45

		0.8		0.54		0.62		0.46

		0.82		0.55		0.62		0.47

		0.84		0.55		0.62		0.48

		0.86		0.56		0.62		0.50

		0.88		0.56		0.62		0.51

		0.9		0.57		0.62		0.53

		0.92		0.58		0.61		0.54

		0.94		0.58		0.61		0.55

		0.96		0.59		0.61		0.57

		0.98		0.59		0.60		0.58

		1		0.60		0.60		0.60
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UAA

UBB

chi = 0

chi > 0

chi < 0

xA

Um(xA, c)
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UA



Tabelle3

		






_1090691242.unknown

_1090688335.unknown

_1090671654.unknown

_1090687985.unknown

_1090688063.unknown

_1090687812.unknown

_1090687900.unknown

_1090671627.unknown

_1090671653.unknown

_1090671652.unknown

_1090671595.unknown

_1090671619.unknown

_1090671564.unknown

_1090589100.unknown

_1090669218.unknown

_1090671521.unknown

_1090671532.unknown

_1090671242.unknown

_1090671265.unknown

_1090671352.unknown

_1090669516.unknown

_1090667177.unknown

_1090668203.unknown

_1090589153.unknown

_1089557434.unknown

_1090588451.unknown

_1090588566.unknown

_1090577584.unknown

_1090577681.unknown

_1090579734.unknown

_1090577611.unknown

_1090577243.unknown

_1090577250.unknown

_1089557602.unknown

_1089541717.unknown

_1089545747.unknown

_1089484173.unknown

_1089488019.unknown

_1089482922.unknown

_1089484111.unknown

_1089477858.unknown

