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BOOLESSCHE WÖRTER IN ANDEREN
DOMÄNE



VERBÄNDE, VERBÄNDE, ÜBERALL?

S und VP
denotieren in Verbände

deswegen und, oder, und nicht

Det? DP? P? PP? V? …?
???

Vorschau
Die Menge aller punktweise definierten Funktionen mit Codomäne eines
(booleschen) Verbandes ist selber einer
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VP

[[𝑉 𝑃 ]]
Mengen von Individuen
[[𝑙𝑎𝑐ℎ𝑡]]

▶ gleicht die Menge aller Individuen, die lachen
[[𝑙𝑖𝑒𝑏𝑡 𝑆𝑝𝑎𝑟𝑔𝑒𝑙]]

▶ gleicht die Menge aller Spargelliebhaber
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WARUM SPARGELLIEBHABER?

Warum:
[[𝑉 𝑃 ]] = {𝑎 ∶ 𝑎 ist einer, der VPen tut}

Satzinterpretation

[S Hans [VP liebt Spargel]]

ist wahr, gdw
[[Hans]] ∈ [[liebt Spargel]]
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JETZT V

[[𝑉 ]]
ist wahr (oder falsch) von 2 Individuen (S u O)
[[𝑙𝑖𝑒𝑏𝑡]] = {⟨𝑎, 𝑏⟩ ∶ 𝑎 ist einer, der 𝑏 liebt}

VP Interpretation?
[[[𝑉 𝑃 liebt Spargel]]] = {𝑎 ∶ ⟨𝑎, [[𝑆𝑝𝑎𝑟𝑔𝑒𝑙]]⟩ ∈ [[𝑙𝑖𝑒𝑏𝑡]]}
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MENGEN UND FUNKTIONEN

2 ∶= {0, 1}

Menge
[[𝑙𝑎𝑐ℎ𝑡]] = {𝑎 ∶ 𝑎 lacht}

[[𝑙𝑎𝑐ℎ𝑡]] ∈ ℘(𝐸)

Funktion
[[𝑙𝑎𝑐ℎ𝑡]](𝑎) = 1 gdw a lacht

[[𝑙𝑎𝑐ℎ𝑡]] ∈ [𝐸 → 2]

5 36



TRANSITIVE FUNKTIONEN

Menge
[[𝑙𝑖𝑒𝑏𝑡]] = {⟨𝑎, 𝑏⟩ ∶ 𝑎 liebt 𝑏}

[[𝑙𝑖𝑒𝑏𝑡]] ∈ ℘(𝐸 × 𝐸)

Funktion
[[𝑙𝑖𝑒𝑏𝑡]](𝑎)(𝑏) = 1 gdw a b liebt

[[𝑙𝑖𝑒𝑏𝑡]] ∈ [𝐸 → [𝐸 → 2]]
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VORTEILE VON FUNKTIONEN

Interpretation (Mengen)
Satz [[S VP]] = 1 gdw [[𝑆]] ∈ [[𝑉 𝑃 ]]
VP [[V O]] = {𝑎 ∶ ⟨𝑎, [[𝑂]]⟩ ∈ [[𝑉 ]]}

Interpretation (Funktionen)
Satz [[S VP]] = [[𝑉 𝑃 ]]([[𝑆]])
VP [[V O]] = [[𝑉 ]]([[𝑂]])
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P UND PP
[Arnold [VP [VP hebt Gewichte] [PP unter der Brücke]]]

PP
PP modifiziert eine VP

[[𝑃𝑃 ]] = [[[𝑉 𝑃 ]] → [[𝑉 𝑃 ]]]

([[unter der Brücke]]([[hebt Gewichte]]))([[Arnold]])

P
selegiert eine DP, um eine PP zu werden

[[𝑃 ]] = [[[𝐷𝑃 ]] → [[𝑃𝑃 ]]]

([[unter]]([[der Brücke]])([[hebt Gewichte]]))([[Arnold]])

8 36



P UND PP
[Arnold [VP [VP hebt Gewichte] [PP unter der Brücke]]]

PP
PP modifiziert eine VP

[[𝑃𝑃 ]] = [[[𝑉 𝑃 ]] → [[𝑉 𝑃 ]]]

([[unter der Brücke]]([[hebt Gewichte]]))([[Arnold]])

P
selegiert eine DP, um eine PP zu werden

[[𝑃 ]] = [[[𝐷𝑃 ]] → [[𝑃𝑃 ]]]

([[unter]]([[der Brücke]])([[hebt Gewichte]]))([[Arnold]])

8 36



MENGEN U FUNKTION (II)

Äquivalenz
1. die Teilmengen einer Menge
2. die Funktionen von dieser Menge zu den Wahrheitswerten

eine alternative Darstellung des gleichen Dings
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VON MENGE ZUR FUNKTION

Gegeben 𝐵 ⊆ 𝐴
die Funktion 𝜒𝐵, die lediglich allen 𝑏 ∈ 𝐵 die Whw 1 zuordnet

Indikatorfunktion von 𝐵
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VON FUNKTION ZUR MENGE

Gegeben 𝑓 ∈ [𝐴 → 2]
die Teilmenge 𝐵𝑓 ⊆ 𝐴, die lediglich alle 𝑏 ∈ 𝐴 beinhaltet, wo 𝑓(𝑏) = 1
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BESONDERE FÄLLE

oben: 𝐴
für jedes 𝑎 ∈ 𝐴, 𝜒𝐴(𝑎) = 1

unten: ∅
für jedes 𝑎 ∈ 𝐴, 𝜒∅(𝑎) = 0
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VERBANDKONSTRUKTION, PUNKTWEISE

sei B ein boolescher Verband

[𝐴 → 𝐵]
die Menge aller Funktionen von A zu B

Halbordnung
𝑓 ≤ 𝑔 gdw für alle 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑓(𝑎) ≤ 𝑔(𝑎)
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𝑓 ≤ 𝑔
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𝑓 ≰ 𝑔
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VERBANDSOPERATIONEN

koS
𝜒𝐵 ∨ 𝜒𝐶 ∶= 𝜒𝐵∪𝐶

guS
𝜒𝐵 ∧ 𝜒𝐶 ∶= 𝜒𝐵∩𝐶

Komplement
¬𝜒𝐵 ∶= 𝜒𝐵
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FUNKTIONEN GUS

𝜒𝐵∩𝐶(𝑎) = 1 gdw
𝜒𝐵(𝑎) = 1 und 𝜒𝐶(𝑎) = 1

gdw
𝜒𝐵(𝑎) ∧ 𝜒𝐶(𝑎) = 1

für jedes 𝑎 ∈ 𝐴, 𝜒𝐵∩𝐶(𝑎) = 𝜒𝐵(𝑎) ∧ 𝜒𝐶(𝑎)
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VERBANDKONSTRUKTION, PUNKTWEISE

sei B ein boolescher Verband

[𝐴 → 𝐵]
die Menge aller Funktionen von A zu B

Halbordnung
𝑓 ≤ 𝑔 gdw für alle 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑓(𝑎) ≤ 𝑔(𝑎)

Operationen
(𝑓 ∨ 𝑔)(𝑎) ∶= 𝑓(𝑎) ∨ 𝑔(𝑎)
(𝑓 ∧ 𝑔)(𝑎) ∶= 𝑓(𝑎) ∧ 𝑔(𝑎)
(¬𝑓)(𝑎) ∶= ¬(𝑓(𝑎))
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P UND PP

PP
PP modifiziert eine VP

[[𝑃𝑃 ]] = [[[𝑉 𝑃 ]] → [[𝑉 𝑃 ]]]

P
selegiert eine DP, um eine PP zu werden

[[𝑃 ]] = [[[𝐷𝑃 ]] → [[𝑃𝑃 ]]]

Verbände überall
[[𝑉 𝑃 ]] = [𝐸 → 2] ist ein Verband

[[𝑃𝑃 ]] = [[[𝑉 𝑃 ]] → [[𝑉 𝑃 ]]] ist dann auch
und dann [[𝑃 ]] = [[[𝐷𝑃 ]] → [[𝑃𝑃 ]]] auch
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FAZIT

Wenn B ein Verband ist,
dann ist auch [𝐴 → 𝐵] einer

egal was 𝐴 ist

Da 2 ein Verband ist
sind alle Domäne, die mit 2 ’enden’, auch einer.

VP [𝐸 → 2]
V [𝐸 → [𝐸 → 2]]
PP [[[𝑉 𝑃 ]] → [[𝑉 𝑃 ]]]

und, oder, und nicht
sind so flexibel, weil so viele Domäne erben ihre Verbandheit von die der
Wahrheitswerten
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DPS



DP KOORDINATION

Hans und Maria machen Liegestützte
Entweder Hans oder jedes Kind wird geopfert

Bisherige Annahmen
[[Sub VP]] = [[𝑉 𝑃 ]]([[𝑆𝑢𝑏]])

▶ [[𝑉 𝑃 ]] ∶ 𝑒 → 𝑡, [[𝐷𝑃 ]] ∶ 𝑒
[[𝑋𝑃 𝑢𝑛𝑑 𝑌 𝑃 ]] = [[𝑋𝑃 ]] ∧ [[𝑌 𝑃 ]]

▶ wenn [[𝑋𝑃 ]], [[𝑌 𝑃 ]] ∈ 𝐵, wo 𝐵 boolesch ist
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𝐸 IST NICHT BOOLESCH

einfach eine Menge Individuen
▶ 0? 1?
▶ ¬ greg?
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WAS TUN?

Wollen das

[[Greg lacht]] = 1 gdw [[𝑙𝑎𝑐ℎ𝑡]](g) = 1

Aber
[[𝐺𝑟𝑒𝑔]] ∉ 𝐸 (weil kein Verband)

Schnittstelle

[[[𝑋𝑃 𝐴 𝐵]]] = 𝐴(𝐵) oder 𝐵(𝐴)
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RUMHERUM DAS IST NICHT SCHWER

Schnittstelle

[[[𝑆 𝐷𝑃 𝑉 𝑃 ]]] = [[𝑉 𝑃 ]]([[𝐷𝑃 ]]) oder [[𝐷𝑃 ]]([[𝑉 𝑃 ]])

Typen
𝑉 𝑃 ∶ 𝑒 → 𝑡
𝐷𝑃 ∶ 𝑡𝑦(𝑉 𝑃 ) → 𝑡 = (𝑒 → 𝑡) → 𝑡

Verallgemeinerte Quantoren (GQ)
GQ = [[𝐸 → 𝑇 ] → 𝑇 ]

”Funktionen von Eigenschaften zu Wahrheitswerten”
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INDIVIDUEN

Schnittstelle
[[[𝑆 𝐷𝑃 𝑉 𝑃 ]]] = [[𝐷𝑃 ]]([[𝑉 𝑃 ]])

Wollen das

[[Greg lacht]] = 1 gdw [[𝑙𝑎𝑐ℎ𝑡]](g) = 1

Semantik
[[𝐺𝑟𝑒𝑔]]([[𝑙𝑎𝑐ℎ𝑡]]) = [[𝑙𝑎𝑐ℎ𝑡]](𝑔)

[[𝐺𝑟𝑒𝑔]] = 𝜆𝑃 .𝑃 (𝑔)
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VERBAND DER GQ

Individuen
[[𝐺𝑟𝑒𝑔]] = 𝜆𝑃 .𝑃 (𝑔), [[𝑀𝑎𝑟𝑖𝑎]] = 𝜆𝑃 .𝑃 (𝑚), …

goS?
[[Greg und Maria lachen]] = ([[𝐺𝑟𝑒𝑔]] ∧ [[𝑀𝑎𝑟𝑖𝑎]])([[𝑙𝑎𝑐ℎ𝑒𝑛]])

Punktweise definiert
(𝑓 ∧ 𝑔)(𝑎) = 𝑓(𝑎) ∧ 𝑔(𝑎)
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OBJEKTE



DPEN BEDEUTEN GQEN

𝐷𝑃 ∶ (𝑒 → 𝑡) → 𝑡

VP Ableitung
[[V Obj]] = [[𝑉 ]]([[𝑂𝑏𝑗]]) oder [[𝑂𝑏𝑗]]([[𝑉 ]])

𝑉 𝑃 ∶ 𝑒 → 𝑡
𝑉 ∶ 𝑒 → 𝑒 → 𝑡

der hiesigen Syntax nach
[[𝑉 𝑂𝑏𝑗]] ⇝ [[𝑉 𝑡]] ≈ [[𝑉 ]](𝑥)
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UNBEWEGTE OBJEKTE

VP Ableitung
[[V Obj]] = [[𝑉 ]]([[𝑂𝑏𝑗]]) oder [[𝑂𝑏𝑗]]([[𝑉 ]])

[𝑉 𝑃 𝑉 𝑂𝑏𝑗] ∶ 𝑒 → 𝑡
𝑉 ∶ 𝑒 → 𝑒 → 𝑡

V und DP passen nicht zusammen

𝑓 ∶ 𝑒 → 𝑒 → 𝑡 𝑎 ∶ (𝑒 → 𝑡) → 𝑡
𝑓(𝑎) ∶ 𝑋𝑋𝑋

𝑓 ∶ (𝑒 → 𝑡) → 𝑡 𝑎 ∶ 𝑒 → 𝑒 → 𝑡
𝑓(𝑎) ∶ 𝑋𝑋𝑋
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UNBEWEGTE OBJEKTE (II)

Was wir wollen
[[lobt Maria]] = [[𝑙𝑜𝑏]](𝑚) = 𝜆𝑥.[[𝑙𝑜𝑏]](𝑚)(𝑥)

Was Maria bedeuten müsste
[[𝑀𝑎𝑟𝑖𝑎]] = 𝜆𝑅, 𝑥.𝑅(𝑚)(𝑥)
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DITRANSITIVE

Was wir wollen
[[schenkt Maria]] = [[𝑠𝑐ℎ𝑒𝑛𝑘𝑡]](𝑚) = 𝜆𝑥, 𝑦.[[𝑠𝑐ℎ𝑒𝑛𝑘𝑡]](𝑚)(𝑥)(𝑦)

Was Maria bedeuten müsste
[[𝑀𝑎𝑟𝑖𝑎]] = 𝜆𝑅, 𝑥, 𝑦.𝑅(𝑚)(𝑥)(𝑦)
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DIE DREI GESICHTER MARIAS

Marias Vielfältigkeit
subjekt 𝜆𝑅.𝑅(𝑚)
d.objekt 𝜆𝑅, 𝑥.𝑅(𝑚)(𝑥)
i.objekt 𝜆𝑅, 𝑥, 𝑦.𝑅(𝑚)(𝑥)(𝑦)

Verallgemeinert

[[𝑀𝑎𝑟𝑖𝑎]] = 𝜆𝑅, 𝑥1, … , 𝑥𝑛.𝑅(𝑚)(𝑥1) … (𝑥𝑛)
= 𝜆𝑅, 𝑥1, … , 𝑥𝑛.[[𝑀𝑎𝑟𝑖𝑎]](𝜆𝑦.𝑅(𝑦)(𝑥1) … (𝑥𝑛))
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GQS ALS STELLIGKEITREDUZIERER

𝑓 ∶ 𝐺𝑄 𝑅 ∶ 𝑒𝑛+1 → 𝑡
𝜆𝑥1, … , 𝑥𝑛.𝑓(𝜆𝑦.𝑅(𝑦)(𝑥1) … (𝑥𝑛)⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝑒→𝑡
) ∶ 𝑒𝑛 → 𝑡
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GRUNDFORM EINES GQS

𝑄 ∶ 𝑃 1 → 𝑃 0 ist grundlegend
𝑃 2 → 𝑃 1 𝜆𝑅, 𝑥.𝑄(𝜆𝑎.𝑅 𝑎 𝑥)
𝑃 3 → 𝑃 2 𝜆𝑅, 𝑥, 𝑦.𝑄(𝜆𝑎.𝑅 𝑎 𝑥 𝑦)

𝐿 ∶= 𝜆𝑄, 𝑅, 𝑥.𝑄(𝜆𝑎.𝑅 𝑎 𝑥)
𝐿0 𝑄 = 𝑄 = 𝜆𝑅.𝑄(𝜆𝑎.𝑅 𝑎)
𝐿1 𝑄 = 𝐿 𝑄 = 𝜆𝑅, 𝑥.𝑄(𝜆𝑎.𝑅 𝑎 𝑥)
𝐿2 𝑄 = 𝐿 (𝐿 𝑄) = 𝜆𝑅, 𝑥, 𝑦.𝑄(𝜆𝑎.𝑅 𝑎 𝑥 𝑦)
𝐿3 𝑄 = 𝐿 (𝐿 (𝐿 𝑄)) = 𝜆𝑅, 𝑥, 𝑦, 𝑧.𝑄(𝜆𝑎.𝑅 𝑎 𝑥 𝑦 𝑧)
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KASUS

Eine einfache Idee
[[𝑁𝑂𝑀]] = 𝐿0

[[𝐴𝐾𝐾]] = 𝐿1

[[𝐷𝐴𝑇 ]] = 𝐿2

Schema
[[𝐷𝑃𝑛𝑜𝑚 𝑉 𝐷𝑃𝑑𝑎𝑡 𝐷𝑃𝑎𝑐𝑐]] = 𝐿0 [[𝐷𝑃𝑛𝑜𝑚]](𝐿1 [[𝐷𝑃𝑎𝑐𝑐]](𝐿2 [[𝐷𝑃𝑑𝑎𝑡]] [[𝑉 ]]))

34 36



VERBEN DIE KAUSEN REGIEREN

Selektion einer besonders markierten DP
entspricht semantische Selektion der entsprechenden Bedeutung

[[𝑠𝑐ℎ𝑚𝑒𝑖𝑐ℎ𝑒𝑙𝑛]] = 𝜆𝑄.𝑄(𝜆𝑎, , 𝑦.SCHMEICHEL 𝑎 𝑦)(∗)
[[𝑙𝑜𝑏𝑒𝑛]] = 𝜆𝑥, 𝑦.LOB 𝑥 𝑦
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REFLEXIVE

sich kommt nicht als Subjekt vor
∗Sich lacht
Er liebt sich
Er schenkt sich was

sich identifizert zwei Argumente
[[liebt sich]] = 𝜆𝑥.[[𝑙𝑖𝑒𝑏𝑡]](𝑥)(𝑥)
[[schenkt sich]] = 𝜆𝑦, 𝑥.[[𝑠𝑐ℎ𝑒𝑛𝑘𝑡]](𝑥)(𝑦)(𝑥)

Bedeutung
d.objekt 𝜆𝑅, 𝑥.𝑅(𝑥)(𝑥)
i.objekt 𝜆𝑅, 𝑦, 𝑥.𝑅(𝑥)(𝑦)(𝑥)
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