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Vorwort

Ein Vorlesungsskript ist kein Ersatz fiir ein Lehrbuch (und erst Recht nicht fiir den Be-
such der Vorlesung!). Fiir den Teil zur Quantenmechanik sei zum Beispiel auf [Gasiorowicz,
Leisi, Noltingll Nolting2] verwiesen. Fiir den zweiten Teil der Vorlesung bieten sich
[Becker| (zur Thermodynamik) und [Kittel & Kromer] zur Statistischen Physik an. Au-
Berdem gibt es ein sehr schones Vorlesungsskript| von Klaus Fredenhagen, an dem ich
mich teilweise orientiere.

Uber den Text verstreut finden sich immer wieder Ubungsaufgaben. Diese werden ty-
pischer Weise entweder in der Vorlesung oder im Tutorium vorgerechnet oder als Haus-
aufgabe gestellt (und dann in der Ubungsgruppe besprochen). Gelegentlich finden sich
auch Links zu Wikipedia oder anderen Online-Quellen.

Sicherlich enthélt dieses Skript noch zahlreiche Fehler. Fiir entsprechende Hinweise
bin ich dankbar!



http://unith.desy.de/research/aqft/lecture_notes/thermodynamik/

Teil 1.

Quantenmechanik



1. Einfithrung

1.1. Uberblick

Die Quantenmechanik ist unverzichtbar fiir ein Verstdndnis der Struktur der Materie.
Zum Beispiel erkldrt sie die Stabilitdt von Atomkernen, die Struktur chemischer Bin-
dungen oder die Eigenschaften von Festkorpern. Manche Threr Vorhersagen wurden mit
fabelhafter Prézision experimentell bestéitigt (siehe Wikipedia). Auch fiir Anwendungen
ist die Theorie unverzichtbar: Ohne die Quantenmechanik als theoretisches Fundament
wére die Entwicklung der Mikroelektronik nicht moéglich gewesen.

Trotz dieser Erfolge wird manchmal der Eindruck vermittelt, die Quantenmechanik sei
irgendwie mysterios oder schwammig. Das basiert wohl zum einen darauf, dass viele der
Aussagen der Theorie der Alltagserfahrung widersprechen und zum anderen auf ihrem
probabilistischen Charakter. Letzteres bedeutet, dass fiir das Eintreffen von Ereignissen
im allgemeinen nur Wahrscheinlichkeiten angegeben werden. Allerdings sind nicht alle
Aussagen der Quantenmechanik probabilistisch. Zum Beispiel sagt die Theorie die Ener-
gieniveaus des Wasserstoffatoms vorher. Fiir die Fragestellung, wie lange ein Elektron in
einem angeregten Zustand bleibt, bevor es sich durch Abstrahlung eines Photons abregt,
konnen aber nur Wahrscheinlichkeiten angegeben werden.

Ziel der Vorlesung ist es, die quantenmechanische Beschreibung von einfachen Syste-
men, wie dem harmonischen Oszillator, Potenzialtopfen und dem Wasserstoffatom zu
verstehen.

1.2. Probleme der klassischen Physik

Wir besprechen einige Phinomene, die im Rahmen der klassischen Physik, d.h. mit Hilfe
von Newtonscher Mechanik, Thermodynamik, Elektrodynamik und Relativitatstheorie,
nicht verstanden werden konnten, und die zur Entwicklung der Quantenmechanik gefiihrt
haben.

1.2.1. Schwarzkérperstrahlung

Nach dem Rayleigh-Jeans-Gesetz erwartet man fiir die spektrale Energiedichte u des
elektromagnetischen Feldes in einem Hohlraum, im thermischen Gleichgewicht bei Tem-
peratur 7' mit den Wénden, das Verhalten

8mkT

2
. 1.1
v (1)

u(v) =



https://en.wikipedia.org/wiki/Precision_tests_of_QED#High-energy_QED_processes
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Abbildung 1.1.: Vergleich von ugj (in blau) und up (in violett) fiir kleine v.

Hier ist u(v)dvV die Energie im Volumen V', die im Frequenzbereich [v, v + dv| enthal-
ten ist. Ausserdem ist ¢ die Lichtgeschwindigkeit und k die Boltzmann-Konstante. Die
gesamte Energie wiirde sich nun durch Integration iiber v ergeben. Allerdings divergiert

das Integral:
/ u(v)dv = 87TkT/ Vv = oo. (1.2)
0 0

3
Dies wurde bekannt als die Ultraviolett-Katastrophe.

Experimentell wurde auch nicht ([1.1)) gefunden, sondern eine Kurve, die Planck 1900
durch folgende Formel beschreiben konnte:

82 hv
= _ 1.3
u(v) 3 exp(hv/kT) -1 (1)
Hier ist
h ~6.626 x 1073 J s (1.4)

das Planck’sche Wirkungsquantum. Fiir niedrige Frequenzen stimmen die Ausdriicke

(1.1) und (1.3) gut tiberein, siche Abbilung

Aufgabe 1.1. Zeige die Ubereinstimmung von (L.1)) und (L.3)) fir kleine v (im Vergleich
zu kT'/h) durch Taylor-Entwicklung von (1.3|) bis zur ersten nicht-trivialen Ordnung.

Die Herleitung von (|1.3) basiert auf der, im Rahmen der klassischen Physik nicht
begriindbaren Annahme, dass der Energieaustausch mit der Wand immer in ganzzahligen
Vielfachen von E;, = hv stattfindet.



1.2.2. Der photoelektrische Effekt und die Compton-Streuung

Beim photoelektrischen Effekt werden durch die Bestrahlung einer Metallfolie mit Licht
Elektronen aus der Folie herausgeschlagen. Fingt man diese mit einer weiteren Folie auf,
so baut sich eine Spannung U zwischen den beiden Folien auf. Nach einer Weile wird
ein konstanter Wert Uy .y erreicht. Dieser bestimmt die maximale kinetische Energie
der Elektronen durch die Relation Eyiy max = eU. Im Rahmen der klassischen Physik
ist bereits die Existenz einer maximalen Austrittsenergie nicht verstéindlich. Verwendet
man monochromatisches Licht der Frequenz v, so findet man empirisch die Relation

Ekin,max = hv — VVa (15)

mit einer materialabhéngigen Konstante W. Insbesondere ist dies unabhéngig von der
Intensitat.

Eine Interpretation dieser Ergebnisse lieferte Einstein 1905: Die elektromagnetische
Strahlung besteht aus unabhingigen Lichtquanten (Photonen) der Energie

E = hv, (1.6)

die bei der Wechselwirkung mit der Folie ihre Energie ganz abgeben. Die Konstante
W entspricht der Austrittsenergie der Elektronen aus dem Material. Die Einstein’sche
Erklérung steht in direktem Widerspruch zur Maxwell’schen Elektrodynamik, nach der
elektromagnetische Strahlung ein Wellenphdnomen ohne jegliche “Granularitit” ist.

Die Einstein’sche Interpretation wurde spéter auch durch das Streu-Experiment von
Compton bestétigt. Dabei wurde eine Substanz mit schwach gebundenen Elektronen
monochromatischer elektromagnetischer Strahlung der Frequenz v ausgesetzt. Klassisch
wiirde man erwarten, dass die Elektronen zu Schwingungen mit Frequenz v angeregt
werden, und wiederum elektromagnetische Strahlung dieser Frequenz (d.h. mit der selben
Wellenlénge A wie die einfallende Strahlung) emittieren. Compton fand jedoch, dass die
Wellenléinge X der gestreuten Strahlung grofler ist als die der einfallenden, und vom
Streuwinkel 6 abhéngt:

h
N(@O)—\= 1-— 0). 1.7
(0) = A= (1 = cos ) (17)
Diese Relation lasst sich direkt herleiten aus der speziellen Relativitatstheorie und der
Annahme, dass Photonen masselose Teilchen der Energie E' = hv sind (siehe unten). Die

Grofle
h

MeC

Ao =

(1.8)
nennt man auch die Compton- Wellenlinge des Elektrons.

Aufgabe 1.2. Bei der Compton-Streuung haben Photon und Elektron urspringlich die
Impulse Do in und pein = 0 und nach der Streuung Pph.out, Deout- Verwende die re-
lativistische Relation von Energie und Impuls zur Bestimmung des Impuls [Py in| des
einlaufenden Photons aus der Energie E = hc/X\ (das Photon sei masselos). Stelle die
Erhaltungssdtze fir den Gesamtimpuls und die relativistische Gesamtenergie auf und
verwende die Impulserhaltung, um die Energieerhaltung nur durch X\, X', 8, m, ¢ und h
auszudriicken. Multiplizieren mit AN /hc und Auflosen der Wurzel fiihrt dann auf .



Dass umgekehrt auch Teilchen Welleneigenschaften haben kénnen, wurde von de Bro-
glie postuliert. Analog zu ([1.6) nahm er an, dass fiir den Zusammenhang von Impuls p
und Wellenldnge A

p=nh/\ (1.9)

giltH Dies wurde durch die Beobachtung von Beugungsmustern bei der Reflektion von
Elektronen an Kristallen experimentell bestétigt (zuerst von Thomson und Davisson).

1.2.3. Das Rutherford’sche Atommodell

Durch Bestrahlung diinner Goldfolie mit o Teilchen und Untersuchung der Streuwahr-
scheinlichkeiten in Abhéngigkeit des Streuwinkels 6 fand Rutherford heraus, dass Atome
grofitenteils “leer” sind und einen positiv geladenen Kern haben. Aus dieser Erkennt-
nis entwickelte er das Rutherford’sche Atommodell, demzufolge ein Atom aufgebaut ist
aus einem positiv geladenen Kern, der von den negativ geladenen Elektronen umkreist
wird, dhnlich den Planeten im Sonnensystem. Dies Bild ist jedoch sehr problematisch:
Elektronen auf einer Kreisbahn sind beschleunigte Ladungen, die nach der Elektrodyna-
mik Energie in Form von elektromagnetischer Strahlung abgeben miissten. Somit wiren
Atome nicht stabil.

Aufgabe 1.3. Berechne die Lebensdauer eines Rutherford’schen Wasserstoff-Atoms:
Bestimme die Gesamtenergie E(r) eines Elektrons auf einer Kreishahn mit Radius r im
Coulomb-Potenzial

V(r) = —

= . 1.10
dmegr ( )

Bestimme %E(r(t)) aus der Larmor-Formel

e?a?

 6megcd

fiir die abgestrahlte Leistung einer mit beschleunigten Ladung (Beschleunigung a). Be-
stimme aus

d y .
L Er@®) = E (1))

eine Differenzialgleichung fiir r und bestimme die Zeit t, s.d. r(t) = 0 bei der Anfangs-
bedingung

Aregh?
r(0) = ap = 0

me?

Die Annahme, dass sich das FElektron auf einer Kreisbahn bewegt, ist natirlich im Wi-
derspruch zum FErgebnis, dass es Richtung Kern stiirzt. Die Annahme ist jedoch gerecht-
fertigt durch die Tatsache, dass die Umlaufgeschwindigkeit viel grofler ist als die radiale
Geschwindigkeit. Uberpriifen Sie dies.

'Fiir elektromagnetische Strahlung gilt ¥A = ¢ und cp = E (Zusammenhang von Strahlungsdruck und
Energiedichte). Daraus folgt (1.9) fiir Photonen.



Ein weiteres Problem des Rutherford’schen Atommodells ist die empirische Tatsache,
dass angeregte Atome ihre Strahlung in diskreten Spektrallinien emittieren. Nach der
Elektrodyamik wiirde man ein kontinuierliches Spektrum erwarten. Fiir die im sichtba-
ren Licht liegenden Spektrallinien des Wasserstoffatom lassen sich die entsprechenden
Frequenzen v, mit n = 3,4,5,... durch Balmers Formel

R (1 1

mit einer Konstante R beschreiben.

Eine “Erklarung” fiir die Stabilitat der Atome und die Spektrallinien bot das Bohr’sche
Atommodell. Bohr postulierte, dass sich das Elektron im Wasserstoffatom auf einer Kreis-
bahn bewegt, und dass der entsprechende Drehimpuls quantisiert ist und nur die Werte

L, =nh (1.12)

annehmen kann, mit dem reduzierten Wirkungsquantum

h
hi= — ~1.055 x 10731 Js. (1.13)
2

Ubergiinge kiénnten nur zwischen den entsprechenden Energieniveaus stattfinden und
der niedrigste Zustand n = 1 wird als stabil angenommen. Fiir die Gesamtenergie und
den Bahnradius eines Elektrons mit Masse m auf einer Kreisbahn mit Drehimpuls L im
Coulomb-Potenzial findet man

4

m e 1
F=————— 1.14
2 (47‘(’60)2 LQ’ ( )
47T€0 2
= L~ 1.15
"= e (1.15)

Aufgabe 1.4. Leite (1.14), (1.15) her.
Mit ((1.12) erhilt man also fiir die Energie des nten Niveaus

m et 1 me? 5 1
= == 1.16
2 (4meg)?h? n? 2 2 (1.16)

E, =—
mit der Feinstrukturkonstanten
e2 1
a = ~
dreghe 137

(1.17)

Die Umrechnung von Energiedifferenzen AFE in Frequenzen v mittels AE = hr und
der Vergleich mit Balmers Formel (1.11]) zeigt, dass diese die Ubergénge in den zweiten
Zustand n = 2 beschreibt, und dass

m62

R= TOP ~ 13.61¢€V.

10



Die Uberginge in den Grundzustand n = 1 fithren zur Lyman-Reihe, die im Ultravio-
letten liegt. Fiir den Bahnradius des Elektrons im nten Niveau finden wir mit ((1.15))

Tn = agn? (1.18)
mit dem Bohr-Radius 51
ag= ——~0.53 x 107 m.
me o

1.2.4. Diskussion

Wir haben gesehen, dass das Planck’sche Wirkungsquantum A in der “Erklédrung” ver-
schiedener, auf den ersten Blick unabhéngiger, Paradoxien der klassischen Physik auf-
tritt. Dies ist natiirlich ein starker Hinweis auf eine diesen verschiedenen Phénomenen
zu Grunde liegende Theorie, der Quantenmechanik. Diese wurde in den 1920er Jahren
von Heisenberg, Born, Schroédinger, Dirac und anderen entwickelt.

Die sehr ad hoc wirkenden Quantisierungsannahmen finden im Rahmen der Quan-
tenmechanik eine natiirliche Erkldrung. Sie liefert auch eine erhebliche Korrektur des
Bohr’schen Modellsﬂ Der Widerspruch zur klassischen Physik 16st sich durch den win-
zigen Wert des Wirkungsquantums h im Vergleich zu Prozessen des téglichen Lebens.
Zum Beispiel hat ein Fadenpendel der Masse 1kg, der Lange 1 m und der Geschwin-
digkeit 1ms~! einen Drehimpuls L = 1Js, d.h. um 34 GroéBenordnungen gréfer als .
Offensichtlich spielt die Drehimpulsquantisierung dann keine Rolle mehr. Die fiir die
Quantenmechanik typischen Interferenzerscheinungen haben die de Broglie Wellenlénge
A, gegeben durch , als Langenskala. Wenn diese kleiner ist als das betrachtete Ob-
jekt lassen sich Interferenzen nicht beobachten. Fiir makroskopische Objekte ist das der
Fall.

Aufgabe 1.5. Berechnen Sie die de Broglie Wellenlinge fiir ein Staubkorn mit Durch-
messer 1 pm, Dichte 1kgm™ und Geschwindigkeit 1 cms™ und vergleichen Sie mit dem
Durchmesser und mit dem eines Atoms.

Fiir eine Diskussion des Versagens der klassischen Physik im Bereich der Festkorper
sei auf [Leisi, Abschnitt 1.1] verwiesen.

2Zum Beispiel hat der Grundzustand des Wasserstoffatoms nicht den Drehimpuls £, sondern 0.

11



2. Das Doppelspaltexperiment &
Grundlagen der Wellenmechanik

Das Doppelspaltexperiment dient uns als Modell-Beispiel, um mit elementaren Prinzipi-
en der Quantenmechanik vertraut zu werden. Dabei werden wir auch unsere Kenntnisse
der komplexen Zahlen und der Wahrscheinlichkeitstheorie auffrischen.

2.1. Das Doppelspaltexperiment

Wir betrachten eine Lichtquelle, die monochromatische, kohérente Strahlung der Wel-
lenldnge A auf einen Doppelspalt wirft, d.h., zwei Spalte der Breite a im Abstand d.
Dahinter befinde sich im Abstand L ein Schirm, siche Abbildung ... Sei

E(7,t) = Egé, cos(k(z — ct)),
B(F,t) = 1By, cos(k(z — ct)),

die einlaufende, in z-Richtung polarisierte Welle, im in Abbildung ... angegebenen Ko-

ordinatensystem. Hier gilt
27

e
Zur Vereinfachung der Diskussion nehmen wir an, dass a < A < L gilt, so dass wir einen
einzelnen Spalt als eine spaltartige Quelle im Fernfeld auffassen kénnen. Dariiber hinaus
nehmen wir an, dass wir uns auf dem Schirm fiir einen Bereich von y interessieren, der
von der GréBenordnung d ist, und dass gilt kd?/L ~ 1.

Betrachten wir zunéchst die Situation in der nur der erste Spalt gedffnet ist. Unter
den gemachten Annahmen ist die den ersten Spalt passierende Welle fiir z = L néhe-
rungsweise durch]

k (2.1)

Ei(z,y,L,t) = E1é cos(k(L + (y + d/2)%/(2L) — ct)),
Bi(z,y, L, t) = LE1&, cos(k(L + (y + d/2)%/(2L) — ct))

gegeben. Die Intensitit der Welle ergibt sich durch

& - 2 - 2
Ilzio(lEl‘ —|—CQ|B1’ ) (22)

'In guter Niherung erwarten wir Zylinderwellen, d.h. von der Form E, (y) cos(k4/L? + (y + %)2 — ket),

wobei Ej nidherungsweise konstant ist. Taylor-Entwicklung der Wurzel fithrt auf den angegebenen
Ausdruck. Hierbei ist wichtig, dass der néchsthohere Term, k(y + %)*/L® unter den geometrischen
Annahmen < 1 ist.

12



Betrachten wir die Intensitét I zeitlich gemittelt iiber eine Periode T' = i—z, so berechnen

WIr

17 k(11 1
T/o (3052(/<:;J—CI<:t)dt:;—7r ; <2+2005(2kp—23)) %ds

1 11 .

=3 51 sin(2kp — 2s) |27
1

= —. 2.3
! 2.3)

Im ersten Schritt haben wir hierbei (2.36]) verwendet. Fiir die gemittelte Energiedichte
der Welle am Schirm erhalten wir also

I = %OE%, (2.4)

d.h. sie ist (in dem betrachteten Bereich niherungsweise) konstant. Analog erhilt man
fiir die Welle, die den zweiten Spalt passiert,

Ey(x,y, L, t) = 2y cos(k(L + (y — d/2)?/(2L) — ct) + ), (2.5)
Bo(z,y, L, t) = LEs&, cos(k(L + (y — d/2)%/(2L) — ct) + ¢), (2.6)
I = %"Eg (2.7)

Hier haben wir eine Phase ¢ € R zugelassen. In der skizzierten Situation wére diese 0,
allerdings ist es illustrativ, auch den Fall ¢ £ 0 zu betrachten. Solch eine Phase kann z.B.
durch einen Unterschied in den Laufzeiten zwischen der Quelle und den beiden Spalten
hervorgerufen werden. Offensichtlich spielt die Phase fiir die Intensitét keine Rolle.

Betrachten wir nun den Fall, dass beide Spalte geoffnet sind. Nach dem Superpositi-
onsprinzip erhdlt man die Feldstérke E12, §12 hinter dem Doppelspalt durch Addition
der Feldstérken El /2 El /2 Das gilt allerdings nicht fiir die Intensitét, die quadratisch
in den Feldstérken ist. Fiir den zeitlichen Mittelwert der Intensitdt benétigen wir nun
das Integral

1 2m
o (Aj cos(xy —t) + Agcos(zy — t))? dt
T Jo

1 2m
=5 (AT cos®(z1 — t) + A3 cos® (v — t) + 2A1 A cos(z1 — t) cos(z2 — 1)) dt

T Jo

A2+ A2 AjAy [T

. + 222 / (cos(xq + z2 — 2t) + cos(xy — x2)) dt
2 2 0

B A2 + A2 + 241 Ay cos(x1 — x9)

; . (2.8)

Im zweiten Schritt haben wir hier die spéter zu beweisende trigonometrische Indentitéat
(2.37)) verwendet. Fiir die zeitlich gemittelte Intensitét ;o erhalten wir somit

_ d
Iy = %0 <E% + E% + 2FE1 F5 cos (kyL — ¢>> . (2.9)

13



Der oszillierende Term in beschreibt die Interferenz der beiden Wellen. Die Inten-
sitdt auf dem Schirm oszilliert und kann grofier (konstruktive Interferenz) oder kleiner
(destruktive Interferenz) als die Summe der Intensitidten der Teilwellen sein. Zusammen-
fassend haben wir gesehen:

e Das Superpositionsprinzip erlaubt es, Losungen einer Wellengleichung zu addieren.

e In der Intensitét entstehen bei solchen Uberlagerungen im Allgemeinen Interferen-
zen.

e In den Interferenzen spielen nicht nur die Amplituden, sondern auch die relativen
Phasen der Teilwellen eine Rolle.

In modernen Experimenten lésst sich die Lichtquelle so weit abschwéichen, dass im
Wesentlichen einzelne Photonen auf dem Schirm auftreffen (den man dann durch ent-
sprechend empfindliche Detektoren ersetzen muss). Nach vielen Versuchen lésst sich die
Wahrscheinlichkeitsdichte p(y) ermitteln, wobei p(y)dy die Wahrscheinlichkeit angibt,
dass ein Photon den Schirm im Intervall [y,y + dy] trifft. Diese stimmt, entsprechend
normiert, mit der berechneten Intensitét I;5 iiberein. Das heifit, auch einzelne Photonen
zeigen Interferenz, und zeigen somit sowohl Teilchen- als auch Welleneigenschaften. Ins-
besondere zeigt das, dass die Frage durch welchen Spalt ein einzelnes Photon gekommen
ist, sinnlos ist, solange man nicht auch eine entsprechende Messung durchfiihrt. Diese
wiirde jedoch das Interferenzmuster zerstoren.

Analoge Versuche lassen sich auch mit anderen Teilchen, z.B. Elektronen, durchfiihren.
Diese werden quantenmechanisch durch komplex-wertige Wellenfunktionen beschrieben.
Wir erinnern uns also zunéchst an den komplexen Zahlenraum.

2.2. Komplexe Zahlen

Den Raum der komplexen Zahlen bezeichnen wir mit C. Ein Element z € C ldsst sich
eindeutig schreiben als
z =1z + 1y, (2.10)

wobei z,y € R, d.h. x und y sind reelle Zahlen. Wir nennen sie den Realteil bzw.
Imagindrteil von z:

Rz =z, Sz =y. (2.11)

Wir kénnen uns z vorstellen als einen Vektor in der komplexen Zahlenebene. Den Betrag
von z definiert man als die Linge des Vektors in der komplexen Zahlenebene:

2| = va* +y2. (2.12)

Das Argument von z ist definiert als der Winkel zwischen dem Vektor und der positiven
reellen Achse, siehe Abbildung... Genauer:

arccos é—‘ y >0,
argz = (2.13)

— arccos é—‘ y < 0.
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Man beachte, dass das Argument nur bis auf Vielfache von 27 definiert ist. Eine sehr
niitzliche Schreibweise ist

2= |z]e"?8%, (2.14)
Dies ist zuléssig aufgrund der Relation
€'® = cos ¢ + i sin ¢. (2.15)
Insbesondere gilt fiir ¢ € R '
] = 1. (2.16)
Auflerdem haben wir
Rz = |2| cos(arg z). (2.17)
Aufgabe 2.1. Beweise (2.15|) unter Verwendung der Definition
L1
T _ .n
=y T (2.18)
n=0

der FExponentialfunktion und der bekannten Reihendarstellung von sin und cos.
Die Addition komplexer Zahlen erfolgt getrennt nach Real- und Imaginérteil, d.h.
(z +iy) + (2" +iy) =z + 2" +i(y +¢). (2.19)
Insbesondere gilt
R(z +2') =Rz + R, S(z+2') =3z + S (2.20)

Dies entspricht der Addition von Vektoren in der komplexen Zahlenebene.
Fiir die Multiplikation gilt die Rechenregel

i-1=-—1 (2.21)
und somit
(z +iy) - (2' +iy) = z2’ +izy + iy’ +iPyy’ = 22’ — gy +i(zy + ya'). (2.22)
In der Form lasst sich die Multiplikation einfacher ausdriicken:
5.y = ‘Z|eiarg2|zl‘eiargz’ _ ‘Z|’Z/|ei(argz+argz’). (2.23)
Das heisst bei Multiplikation multipliziert man die Betrige und addiert die Argumente:
|z 2| = |2]]/], arg(z - 2') = argz + arg 2’. (2.24)

Eine weitere wichtige Operation ist die komplere Konjugation z — Zz. Sie kehrt das
Vorzeichen des Imaginérteils um, d.h. fiir z wie in (2.10)) gilt

zZ=ux—1y. (2.25)

In der komplexen Zahlenebene entspricht dies der Spiegelung an der xz-Achse. In der

Form (2.14]) gilt 4
z = |z]e~iB2 (2.26)

d.h. das Argument wechselt das Vorzeichen.
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Aufgabe 2.2. Zeige dass sich Realteil, Imagindrteil und Betrag auch unter Verwendung

der komplezen Konjugation schreiben lassen als

Rz = L(z + 2),
Sz = —%(z - Z),
12 =z - z.

Unter Verwendung von (2.29)), (2.17) und (2.24]) berechnen wir

2+ 2P =(E+2)(z+7)
=zZz+4+ 77 +2/+72
= |22+ |#/)° + 2R(z2")

= |22+ |#/|° + 2|2||2| cos(arg z — arg 2').

Schliellich definieren wir das Inverse von z # 0 durch

Insbesondere gilt

was bereits aus (2.21) folgt.

(2.27)
(2.28)
(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

Aufgabe 2.3. Zeige, dass (2.31)) wirklich das Inverse definiert, d.h., dass zz=* = 1 gilt.

Aufgabe 2.4. Sei z = —1 + /3i. Bestimmen Sie |z|, arg z, z, 2~ L.

Aufgabe 2.5. Beweisen Sie die Relationen
Lo —ie : Lo —ip
COS(ﬁ:*(e +e ), smgbz—,(e —e )
2 21
Verwenden Sie diese, um die trigonometrischen Relationen

sin acos 8 + cos asin 8 = sin(a + 3),

cos acos 3 — sinasin 5 = cos(a + )

zu beweisen. Mit letzterem beweisen Sie

(14 cos2¢)

| =

1
sin? ¢ = B (1 —cos2¢), cos? ¢ =

und

(2.33)

(2.36)

sin ¢ sinvy = % (cos(¢p —1p) — cos(¢p + 1)), cos¢pcosy = % (cos(¢ + ) + cos(¢dp — ).
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2.3. Materiewellen

In diesem Abschnitt wollen wir einige (begriindete) Annahmen iiber die mathematische
Beschreibung von Materiewellen machen und daraus Folgerungen ableiten. Wir werden
uns dabei noch nicht auf eine konkrete Dynamik (z.B. Schrodingergleichung) festlegen,
sondern moglichst allgemein bleiben.

Wie in Abschnitt 2.1 besprochen, kénnen auch massive Teilchen interferieren. Dies bei-
schreibt man durch eine komplex-wertige Wellenfunktion ¢(7,t). Die Rolle der Intensitét
spielt hierbei das Betragsquadrat |¢(7,t)|*. Nach der Born’schen Wahrscheinlichkeitsin-
terpretation gibt diese, entsprechend normiert, die Wahrscheinlichkeitsdichte an, d.h.

[$(7, D7 = [$(x, y, 2, 1)|*dxdydz (2.38)
ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen bei Messung zur Zeit ¢ im Wiirfel
[F, 7+ dr) = [z, 2+ da] x [y,y + dy] X [z, 2 + d?] (2.39)

zu finden.
Fiir die Wellenfunktion gilt wiederum das Superpositionsprinzip, d.h. zwei Wellen-
funktionen ¢1, ¢ lassen sich linear kombinieren (superponieren), d.h.

gb(f: t) =&191 (Fv t) + 202 (ﬁ t) (240)

ist wiederum eine zuléssige Wellenfunktion. Hier haben wir komplexe Koeffizienten §; /5 €
C zugelassen. Wie im in Abschnitt diskutierten Fall ist hierbei die Phase, d.h. das
Argument von ¢ relevant, siehe (2.30)):

|0 = 16171 + €2 @2 + 2161 |2l | 1 || 92| cos(arg ¢1 +arg &1 — arg ¢z —arg &), (2.41)

Offensichtlich sind auch hier Interferenzerscheinungen méglich.

Aufgabe 2.6. Die beiden Teilwellen in einem Doppelspaltexperiment (mit Geometrie
wie in Abschnitt seien in der Detektorebene z = L fiir y < L durch

b1 (z,y, L, t) = Cye!REAy+d/2)?/2L)—wt) (2.42)

Go(x,y, L, t) = CoeR(E+y=d/2)?/2L)—wt) (2.43)

mit komplexen Koeffizienten Cy /9 gegeben. Berechne die Aufenthaltswahrscheinlichkeits-
dichten |¢1(z,y, L, O, |62(x,y, L, )|” und |¢(x,y, L, t)|* fir ¢ = ¢+ ¢2. Hingen diese
von t ab? Was ist das Analogon zur Phase ¢ aus Abschnitt[2.1]?

Nach de Broglie besteht ein Zusammenhang zwischen Wellenléinge und Frequenz der
Materiewelle und dem Impuls und der Energie des entsprechenden Teilchens. Diese Kon-
zepte machen Sinn fiir ebene Wellen der Form

o(F, 1) = CelFT=w®t), (2.44)
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Wir nehmen also an, dass diese Losungen der dynamischen Gleichungen fiir die Wel-
lenfunktionen sind. Hierbei nennt man k den Wellenvektor, w die Kreisfrequenz und
die Abbildung ks w(E) die Dispersionsrelation. Typischer Weise ist dabei w nur eine
Funktion von |k| = k, so dass wir w(k) schreiben konnen. Im Falle elektromagnetischer
Wellen gilt w(k) = ck. Die Wellenléinge A und die Periode T der Welle sind dabei

27 27

A= - T = — (2.45)

Die Bezeichnung ebene Welle fiir die Wellenfunktion begriindet sich dabei wie

folgt: Zu einer festen Zeit ¢ gilt ¢(7,t) = ¢(7,t) wenn k - (F — 7) = 27n fir n € Z

ist, d.h. fiir ein festes 7 haben alle Punkte, die in der durch 7 gehenden, senkrecht auf k

stehenden Ebene liegen, denselben Wert (den selben Wert haben auch alle Punkte in der

um A = 27/|k| verschobenen Ebene). Wir kénnen nun fragen in welche Richtung und

mit welcher Geschwindigkeit sich die durch ¢(7,t) = ¢(70, o) definierte Ebene bewegt.
Dies fiihrt zur Bedingung

k- (F— 7o) — wk)(t —ty) = 2mn. (2.46)

Wenn wir der Ebene mit Wellenfunktionswert ¢(7,to) stetig folgen wollen, so miissen
wir n = 0 betrachten. Ausserdem gilt k - (7 — 7p) = kAr, wobei Ar den Abstand der
beiden Ebenen bezeichnet. Somit gilt
k
Ar = “’E_C)At, (2.47)
d.h. die Ebene mit festen Werten der Wellenfunktion wandert in Richtung k mit der
Phasengeschwindigkeit

Uph = ——. (2.48)

Es ist zu bemerken, dass die Phasengeschwindigkeit physikalisch nicht relevant ist. Die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir die ebene Welle (2.44)

|67, 1)* = |CJ? (2.49)

ist konstant. Allgemein sind globale Phasen wegen der Bildung des Betragsquadrats
nicht relevant. Die physikalisch relevante Information steckt in den Phasendifferenzen,
wie man auch an sieht.

Ganz allgemein ist die ebene Welle kein brauchbares Modell fiir ein einzelnes
Teilchen: Wie wir in gesehen haben, ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit im ge-
samtem Raum konstant, d.h. die Wahrscheinlichkeitsdichte ist nicht normierbar (siehe
auch néchsten Abschnitt). Um normierbare Aufenthaltswahrscheinlichkeiten zu erhalten,
miissen wir ebene Wellen iiberlagern, d.h.,

o(7,1) = (2m)3 / HR) TN g3, (2.50)

18



mit einer komplexwertigen Funktion é(g) die quadratintegrabel ist, d.h. fiir die

/\qs W dE < oo (2.51)

gilt. Nach dem Satz von Plancherel ist dann auch ¢(7,t) fiir festes ¢ quadratintegrabel.

Genauer,
[1o0par = [160reF (252)

Zur Veranschaulichung betrachten wir Wellenfunktionen ¢(@, die nur von einer Raum-
richtung abhéngen. We erstetzen somit in 7 durch z, k durch k, und die Potenz
—% im Vorfaktor durch —%. Ein instruktives Beispiel ist die Gauf3-Funktion, die wir hier
mit Breite By, zentriert um kg, und mit einem oszillieren Faktor versehen wéhlen, d.h.

(k—kg)?

~ _1 . —
d(k) = n iB2e kw0 2P (2.53)

Uberpriifen wir zunichst die Normierung:

oo 9 1 0o _ (k*’;0>2 ) %) )
/ |¢(k)| dk; = \/77'_3/ e Bk =7 2 / eiq dq (254)
—00 K J-co —00

wobei wir die Substitution ¢ = (k — ko)/Bg verwendet haben. Mit dem bekannten
Integral
/ e Cdg = /7 (2.55)

—00

sehen wir, dass gE auf 1 normiert ist. Betrachten wir nun die Wellenfunktion ¢ zur Zeit
t=0:

_ (k=kg)?
252, +ik(x— xo)dk

¢(x70) 3/

V2Bgm4
k—k i(z—z, 32 2 B’2 T—x 2 )

_ (k—ko— 2(132 0)Bx)” K(g 0) ik (z—0)

K dk

= — e
vV QBKTI'% /—oo
s> 2 32
= Br e BK(Z2 0) +iko(z—w0) /OO eiqqu
—00

3

T4
11 BR@-ag? .
=7 4B}e 7 tiko(z—wo) (2.56)

Hierbei haben wir im ersten Schritt die sogenannte quadratische Erginzung durchgefithrt
und im zweiten die Substitution

o k— k‘(] — z(x — wo)B%
= B2 .

(2.57)
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Zu beachten ist, dass wir trotz dieser Substitution weiterhin iiber die reelle Achse in-
tegrieren konnen. Das ist ein Ergebnis aus der Funktionentheorie. Wir erhalten also
wiederum eine Gauf-Funktion, mit Breite

Bx = By, (2.58)

und zentriert um zo und mit oszillierendem Term e**0(z=%0)  Inshesondere sehen wir,
dass die Information iiber die Lokalisierung von ¢(z,0) in der relativen Phase e~%%0 der
verschiedenen ebenen Wellen e¢?*? liegt, die hier iiberlagert werden.

Natiirlich handelt es sich bei ¢(k) um die Fouriertransformierte von ¢(x,0). Fiir diese
gelten einige niitzliche Identititen. Sei ¢ die Fouriertransformierte von ¢. Seien 1/7(1{) =

d(k — ko) und x(k) := e~ #%0 (k). Dann gilt

P(x) = e*7g(x), (2.59)
x(2) = ¢z — z0). (2.60)

Aufgabe 2.7. Beweisen Sie (2.59), (2.60). Uberpriifen Sie die Giiltigkeit anhand des
Beispiels (2.53)).

Wir hatten gesehen, dass die Information iiber die Lokalisierung in den relativen Pha-
sen der verschiedenen ebenen Wellen kodiert ist. Die Zeitabhingigkeit e~ (*)? bewirkt
eine Anderung der relativen Phasen mit der Zeit. Somit kann man erwarten, dass sich
aus der Dispersionsrelation k — w(k) die zeitliche Entwicklung der Lokalisierung bestim-
men lisst. Wir wollen dies heuristisch diskutieren. Sei ¢(k) um ko und ¢(x,0) um zg
Zentriert Da ¢(k) um ko herum zentriert ist, ist es natiirlich, w(k) um ko zu entwickeln,

w(k) =~ w(ko) + ' (ko)(k — ko). (2.61)

Somit erhalten wirE|

N|=

S(x,t) = (21)" / B (k)0 g
~ (27) "} / 3 (I ke lho) + (o) (ko)) g
_ (gw)—ée—i(w(ko)—w’(/w)ico)t/Q;(k)e—ikkao)temdk
= ¢ wlko) = (ko)ko)t (2 — )/ (kg )t, 0). (2.62)

Hierbei haben wir im letzten Schritt (2.60|) verwendet. Bis auf eine nicht observable Phase
ergibt sich die Wellenfunktion ¢(-,t) zur Zeit ¢t durch Verschiebung der Wellenfunktion

%Von einer genauen Definition von “zentriert” sehen wir hier ab. Intuitiv sollte das Konzept klar sein.
Ein Bespiel ist natiirlich das Paket .

3 Hier nehmen wir an, dass wir die hdheren Ordnungen der Taylor-Entwicklung vernachlissigen kénnen.
Das ist der Fall fiir Zeiten ¢, so dass tw"(ko)Bi < 1 gilt, wobei Bx die Breite des Wellenpakets ist.
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¢(+,0) zur Zeit t = 0 um ' (ko)t. Sie ist also nicht mehr um zy sondern um zg + w’(ko)t
zentriert. Das heisst, das Wellenpaket bewegt sich mit der Gruppengeschwindigkeit

 dw

= —. 2.63
Vg dk ( )

Im drei-dimensionalen Fall verallgemeinert sich das zu
Ty = Viw(ko). (2.64)

Die Gruppengeschwindigkeit ist die beobachtbare Geschwindigkeit eines Wellenpakets,
im Gegensatz zur Phasengeschwindigkeit, die nicht direkt beobachtet werden kann.

Aufgabe 2.8. Nach de Broglie gilt folgender Zusammenhang zwischen Wellenvektor und
Impuls und Kreisfrequenz und Energie:

7= hk, E = hw. (2.65)

Zeigen Sie, dass daraus die folgenden Dispersionsrelation fiir nicht-relativistische und
relativistische Materiewellen von Teilchen der Masse m folgen:

-2
hlk|
— EL 2.
om (2.66)

w(k) = c\/m2c2/h? + |E!2 (2.67)

Berechnen Sie Phasen- und Gruppengeschwindigkeit als Funktion von p und vergleichen
Sie mit den klassischen Ausdriicken. Vergleichen Sie im relativistischen Fall auch mit c.

€
=

]
S~—

In der Herleitung der Gruppengeschwindigkeit haben wir die héheren Term in der
Taylor-Entwicklung von w vernachléssigt. Wie in Fuinote [3] diskutiert, ist dies i.A. nur
fiir kurze Zeiten zuléssig. Beriicksichtigt man die hoheren Terme, so findet man, dass
das Wellenpaket auseinanderflieit. Man spricht von Dispersion. Anhand des Gauflschen
Wellenpakets lésst sich das quantifizieren:

Aufgabe 2.9. Betrachten Sie das Gaufische Wellenpaket (2.53) mit ko = 9 = 0 und
die nicht-relativistische Dispersionsrelation (2.66)). Berechnen Sie die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeitsdichte und bringen Sie sie in die Form
1 _a2
b)) = ————¢ Bx®” 2.68
) =~ (2.68)
zur Bestimmung der Breite Bx(t). Zeigen Sie, dass sich Bx(t) fiir spite Zeiten t wie
Bx(t) ~ M%t verhdalt. Interpretieren Sie das Ergebnis.
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2.4. Etwas Wahrscheinlichkeitstheorie

Die Quantentheorie ist eine probabilistische Theorie, d.h. sie liefert Vorhersagen fiir die
Erwartungswerte von Observablen (Mefigréfien). Damit ist gemeint, dass i.A. nicht das
Ergebnis einer einzelnen Messung vorhergesagt werden kann, sondern der Mittelwert
iiber viele Messungen. Auch im zweiten Vorlesungsteil werden wir uns mit statistischen
Aussagen befassen, so dass wir hier einige Konzepte aus der Wahrscheinlichkeitstheorie
einfithren 4

Die Menge aller moglichen Ergebnisse, die ein bestimmter Zufallsprozess haben kann
nennt man die Ergebnismenge ). Betrachten wir zunéchst den Fall, dass ) diskret ist.
Ein Beispiel ist das Ergebnis eines Wiirfelwurfs, d.h. Q = {1,...,6}. Jedem Ereignis x
wird eine Wahrscheinlichkeit p(z) zugeordnet, die folgende Bedingungen erfiillt:

p(x) >0, (2.69)

> plx) =1. (2.70)

Die erste Forderung besagt, dass Wahrscheinlichkeiten nicht negativ sind, die zweite,
dass auf jeden Fall eines der Ereignisse eintritt. Offensichtlich folgt aus diesen beiden
Forderungen auch

p(x) < 1. (2.71)

Ein ungezinkter Wiirfel wird natiirlich mit p(z) = } fiir alle z beschrieben.

Héufig interessiert man sich nicht fiir das Ergebnis selbst, sondern fiir eine andere
Grofe, die von diesem Ergebnis abhingt. Zum Beispiel konnte man ein Wiirfelspiel
betrachten, bei dem der erste Spieler 1 Euro gewinnt falls der Wiirfel eine Primzahl
zeigt, und ansonsten 1 Euro verliert. Wir betrachten also eine Funktion F': Q) — R, die
im Beispiel durch

F(z) = (2.72)

1 ze{2,35),
-1 ze€{1,4,6}

gegeben ist. Solche Funktionen auf der Ergebnismenge nennt man Zufallsvariablen. Ein
anderes, triviales, Beispiel ist die Funktion

X(z) ==, (2.73)

die jedem Wiirfelergebnis genau den entsprechenden Wert zuordnet. Den Erwartungswert
einer Zufallsvariablen berechnet man durch

(F):=> F(x)p(). (2.74)
e

Dies beschreibt den Mittelwert iiber viele Versuche (wir werden dies spéter prizisieren).
FEinzelne Ergebnisse kénnen natiirlich stark vom Erwartungswert abweichen. Eine niitzli-
che Grofle, um diese Abweichungen zu quantifizieren ist die Varianz A%. Sie ist definiert

4Wir werden dabei hemdsirmelig vorgehen und nicht die maBtheoretische Wahrscheinlichkeitstheorie
einfithren. Eine brauchbare Einfiihrung in diese Konzepte findet sich auf Wikipedia.
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als
A% = ((F — (F))?). (2.75)

Offensichtlich ist die Zufallsvariable (F' — (F'))? nicht negativ, d.h.
(F— (F))? >0, (2.76)

so dass A% nicht negativ ist und somit die Standardabweichung A wohldefiniert ist. Um
die Definition besser zu verstehen, untersuchen wir, unter welchen Bedingungen Ag = 0
gilt. Es gilt

A% =) (F(x) = (F)*p(x). (2.77)

z€eQ

Offensichtlich ist dies nur dann gleich 0, wenn p(z) = 0 gilt fiir alle  bei denen F'(x)
vom Erwartungswert abweicht, d.h. F'(z) # (F). Somit konnen wir A verstehen als
Maf fiir die Wahrscheinlichkeit, dass ein Messwert vom Erwartungswert abweicht. Fiir
konkrete Rechnungen ist auch eine andere Darstellung der Varianz niitzlich:

z€Q
=N (F(2)? = 2F(2)(F) + (F)?) p(x)
zeN
=D F(@)p(@) = 2(F) 3 F@)p(a) + (F)* 3 pl)
z€Q 2N e
_ <F2> _ <F>2 (2.78)

Aufgabe 2.10. Berechnen sie Erwartungswert und Varianz fir die beiden Zufallsvaria-

bien (7). (€79

Aufgabe 2.11. Geben Sie die Ergebnismenge () und die entsprechende Wahrschein-
lichkeit fiir den Wurf zweier (unterscheidbarer) Wiirfel an. Wie sieht die Zufallsvariable
aus, die den Mittelwert der beiden Zahlen beschreibt? Bestimmen Sie Erwartungswert
und Varianz dieser Zufallsvariable und vergleichen Sie mit dem Ergebnis fiir aus
der vorhergehenden Aufgabe. Was dndert sich, wenn die Wiirfel nicht unterscheidbar
sind?

Es ist wichtig festzuhalten, dass es Zufallsvariablen gibt, fiir die die Varianz oder der
Erwartungswert nicht definiert sind. Als ein Beispiel betrachte den Ergebnisraum {2 = N.
Fiir entsprechend gewéhlte Konstanten cg, c3 sind die Wahrscheinlichkeitsverteilungen

pa(n) = 2 p3(n) = 2 (2.79)

=5 ==
normiert, d.h. sie erfiillen (2.70)). Betrachten wir nun die Zufallsvariablen

Fi(n) =n, Fy(n) = n? (2.80)
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Beziiglich ps sind die Erwartungswerte von I} und F5 nicht definiert, z.B.

i %2 (2.81)

n=1

Beziiglich ps ist der Erwartungswert von F7, aber nicht der von Fy wohldefiniert. Insbe-
sondere ist auch die Varianz von F} nicht wohldefiniert.

H#ufig ist die Ergebnismenge 2 nicht diskret, sondern kontinuierlich. Betrachten wir
der Einfachheit halber den Fall, dass €2 = R. Die Einschrinkung auf Teilmengen von
R oder die Erweiterung auf (Teilmengen von) R™ ist offensichtlich. Die Wahrscheinlich-
keitsdichte p ist nun eine Funktiorﬂ p: R — R, die statt , die Bedingungen

p(z) >0, (2.82)
/p(m)daﬁ =1 (2.83)

erfiillt. Offensichtlich ldsst sich daraus nicht, wie im diskreten Fall, (2.71]) folgern. Der
Erwartungswert fiir eine Zufallsvariable F' berechnet sich nun durch

(F) := /F(az)p(az)dw (2.84)

Das wohl bekannteste Beispiel fiir eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist die Gauf- Verteilung

1 _ (@—aq)?
S N (2.85)

Mit Hilfe von ([2.55)) iiberpriift man leicht, dass diese Wahrscheinlichkeitsdichte normiert
ist, d.h., (2.83)) erfiillt. Hierbei gibt zp den Erwartungswert und A die Standardabwei-
chung der Zufallsvariable X an. Dies wollen wir {iberpriifen:

_ (z—xq)?
282 dx

y—i—xo e 2A2dy

\/%A
= Xy-. (286)

Hierbei haben wir im ersten Schritt die Substitution y = x — xg durchgefithrt und
2

im zweiten Schritt ausgenutzt, dass ye_;ﬁ eine ungerade Funktion ist, und somit das
Integral iiber ein symmetrisches Gebiet verschwindet. Die Varianz ist definiert durch das
Integral

(X —20)*) =

2A2d 2.87
\/%A ye y.  (2.87)

SGenau genommen handelt es sich um ein Ma8.

\/%A
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Zur Berechnung dieses Integrals verwenden wir einen Trick:

Y[ ey VL g,
L . V7 da

mda +v/a
_ 1 (2.88)
24’ '
Mit a = ﬁ erhalten wir somit
A% = A%, (2.89)

Aufgabe 2.12. Berechnen Sie das Integral (2.88|) mit Hilfe von Substitution und parti-
eller Integration.

Aufgabe 2.13. Auf der positiven reellen Achse Q =Ry sei

p(z) = %e*m. (2.90)

Bestimmen Sie N, so dass dies eine Wahrscheinlichkeitsdichte definiert. Berechnen Sie
den Erwartungswert und die Varianz von X.

2.5. Die Unscharferelation

Der Einfachheit halber beschranken wir uns zunéchst auf ein ein-dimensionales Quan-
tensystem, d.h. die Wellenfunktion lisst sich als ¢(x,t) schreiben. Nach der Born’schen
Wahrscheinlichkeitsinterpretation ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte p(z, t) des
durch die Wellenfunktion ¢ beschriebenen Teilchens zur Zeit t durch p(z,t) = |¢(z, t)[>
gegeben. Dazu sollte p normiert sein, d.h. geniigen, also

/ 6, 1) Pde = / 5z )(x, )dw = 1. (2.91)

Die Erwartungswerte von X (z) = 2 und X? bestimmen sich also durch
(Xo) = / ¢(x, t)rg(x, t)da, (2.92)
()0 = [ 0?0l ) (2.93)

Hierbei beschreibt (X) den Mittelwert von vielen Messungen von X in identisch pripa-
rierten Systemen. Eine experimentelle Uberpriifung setzt also die Fihigkeit voraus, re-
produzierbar ein Quantensystem in einem vorgegebenen Zustand zu préparieren. Mit

den beiden Erwartungswerten (2.92)), (2.93) kénnen wir die Standardabweichung der

Ortsmessung bestimmen als

ALY = \/<X2>¢(t) — (X% (2.94)

25



In Abschnitt hatten wir gesehen, dass es sinnvoll sein kann, die Wellenfunktion
¢(z,t) als Fouriertransformierte einer Wellenfunktion ¢(k,t) zu schreiben, d.h.,

o(z,t) = (2m) "2 / bk, t)e**dz. (2.95)

Zu gegebenem ¢ liisst sich ¢ bestimmen durch die inverse Fouriertransformation

d(k,t) = (2m)"2 / o(z,t)e *edk. (2.96)
Nach dem Satz von Plancherel ist ¢ normiert,
[P ar= [ ka0 =1 (2.97)

genau dann, wenn auch ¢ normiert ist, d.h. (2.91) gilt. Analog zur Interpretation von

p(z,t) = |p(x, t)|* wollen wir
olk,t) = |$(k, )|’ (2.98)

auffassen als die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Wellenvektor k. Nach der de Broglie
Relation ([2.65]) zwischen Wellenvektor & und Impuls p wiirden wir dann den Erwartungs-
wert des Impulses P und seines Quadrates schreiben kénnen als

(Pl = h [ olh, kG, 1k (299)
(P o) = h? / o(k, ) k2(k, t)dk. (2.100)
Die Standardabweichung der Impulsmessung ist wiederum gegeben durch

A = \/<P2>¢(t) — (P2, (2.101)

Berechnen wir als Beispiel die Standardabweichungen fiir das Gauflsche Wellenpaket
(2.53). Nach den Ergebnissen von Abschnitt hat

1 _(k—k0)2

B (2.102)

2
die Varianz BTK. Somit gilt
Bk
7
Die Wahrscheinlichkeitsdichte von ¢ zur Zeit t = 0, ([2.56)),

AY =h (2.103)

B
ple) = e Pl (2.104)
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T
2B%

hat die Varianz Somit erhalten wir

A6 1 h

- = 2.105
X JBx  ang (2:105)

Wir sehen also, dass die Verringerung der Standardabweichung fiir den Impuls zu einer
Erhohung der Standardabweichung fiir den Ort fiihrt (und umgekehrt). Insbesondere
gilt

h

NN 5 (2.106)
Ganz allgemein gilt fiir beliebige Wellenfunktionen ¢ die Unschdrferelation
h
AYAY > 5 (2.107)

Ein Beweis folgt spéiter. Wir sehen also, dass das Gauflische Wellenpaket die Unschérfe
minimiert.

Die Unschiifterelation wird manchmal so interpretiert, dass bei einer Messung
des Ortes dem Teilchen ein Impuls iibertragen werden muss, der zu einer Unschérfe im
Impuls fﬁhrtﬁ Die Unschérferelation ist aber eigentlich eine Aussage iiber die Praparier-
barkeit von Zustédnden: Es gibt keinen Zustand, bei dem das Produkt der Standardabwei-
chungen von Ort und Impuls, ermittelt iiber viele Messungen an identisch préparierten
Systemen, kleiner als g ist. Insbesondere werden diese Messungen nicht nacheinander

ausgefiihrt, sondern jeweils entweder Ort oder Impuls gemessen.

Aufgabe 2.14. Gegeben sei die Wellenfunktion
P(x) = Ce 2!, (2.108)

Bestimmen Sie C, so dass diese normiert ist. Bestimmen Sie den Erwartungswert und

die Varianz von X. Berechnen Sie die Fouriertransformierte ¢(k) und bestimmen Sie den

Erwartungswert und die Standardabweichung von P. Vergleichen Sie mit der Unschdrfe-

relation (2.107). Hinweis: Zur Behandlung des Betrages im Exponenten spalten Sie die
. . . . 0o 0 00

Integration in zwei Teile, f_oo = f_oo —|—f0 .

Aufgabe 2.15. Wie die vorige Aufgabe, aber mit der Wellenfunktion

(2.109)
0 sonst.

{Ccosm lz| < 5
Hinweis: Verwenden Sie die Darstellung (2.33|) des cos.

~In (2.99), (2.100) haben wir die Erwartungswerte von P und P? durch Integrale von
¢ (im Impulsraum) ausgedriickt. Dies ist auch durch Integrale von ¢ (im Ortsraum)
moglich. Dazu erinnern wir uns daran, dass

b(k) = ko (k) = P(z) = —i0,0(x) (2.110)

5Diese Interpretation wurde auch von Heisenberg vorgeschlagen.
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gilt. Ausserdem gilt der Satz von Plancherel

/ﬁ@wwm$=/i@wka (2.111)

P)y = /¢ k)dk = B /(;5 (2)da. (2.112)

und somit

Analog erhilt man
(P, = h? / 0pd(x)0pp(z)dr = h? / 8,0 (2)|*de. (2.113)
Die Ausdriicke ) und E fithren haufig schneller zum Ziel als , m,

da nicht erst die Fourlertransff)rmlerte ¢ berechnet werden muss. Eine nutzhche Aussage
ist folgende: sei ¢ reell, d.h. ¢ = ¢ und verschwinde an den Integrationsgrenzen. Dann
gilt

o= =ih [ oo =~ [o.00 Towpi=0,  (2114)

d.h. der Erwartungswert des Impulses verschwindet fiir alle diese Wellenfunktionen. Bei

der Verwendung von (2.112) und (2.113f) ist allerdings Vorsicht geboten wenn ¢ nicht
stetig ist und somit die Ableitung auf § Distributionen fiihrt. Solche Wellenfunktionen

versuchen wir im Folgenden zu vermeiden.

Aufgabe 2.16. Bestimmen Sie den Erwartungswert und die Varianz von P fir die

Wellenfunktionen (2.108) und (2.109) mit Hilfe von (2.112) und (2.113) (bzw. (2.114),

wenn anwendbar).

Schliefllich sei noch kurz auf den drei-dimensionalen Fall eingegangen. Wir kénnen
dann eine Vektor-wertige Zufallsvariable R = (X, Y, Z) einfiihren fiir deren Erwartungs-
wert gilt

(Bo= [0 0PRF = (X)5 (V)0 (2)5). (2.115)

Analog fithrt man den Vektor-wertigen Impuls P= (Py, Py, P,) ein. Man hat dann drei
Unschérferelationen fiir die drei Raumrichtungen:
AxAp, >

AyAp, > (2.116)

=2 =2

2.6. Die Schrodingergleichung

Wir haben gesehen, dass nach de Broghe ebene Wellen (2.44)) Materiewellen beschreiben
sollen, wobei der Wellenvektor k: und der Impuls g, sowie dle Kreisfrequenz w und die
Energie den Zusammenhang (2.65) haben. Nach dem Superpositionsprinzip sind auch
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Uberlagerungen von ebenen Wellen maglich. Dies legt nahe, dass Materiewellen einer
linearen Differenzialgleichung gentigen. Um diese zu finden, erinnern wir daran, dass

id, ei(ﬂtwt) —w ei(;é.ﬂwt) i ei(i%rlwt) _ ,;ei(ié-rfwt) (2.117)

)

gilt, dass wir also durch Anwendung von i9; und —iV auf eine ebene Welle die Kreis-
frequenz w und den Wellenvektor k bestimmen koénnen. Anderseits gilt fiir ein nicht-
relativistischen Teilchen der Masse m in Abwesenheit von Potentialen

E= Ip* (2.118)
o .
Einsetzen der de Broglie Relationen (2.65)) und Ersetzen von w und k durch i, und —iV
fiihrt auf
R? A
hoyp = ——A¢. 2.119
tho¢ o ¢ ( )
Dies ist die zeitabhdngige Schrodingergleichung in Abwesenheit von Potentialen. Die
Energie-Impuls-Relation fiir ein Teilchen im Potential V' lautet

2
E(p,7) = ‘221 + V(7). (2.120)

Somit erhélt man die zeitabhéngige Schrodingergleichung

2
ihd,6(7, 1) = —%M(a 1) + V()b 1), (2.121)
Den durch 2
(Hop)(r) = —%AQS(F) + V(7)$(7) (2.122)

definierten Differenzialoperator nennt man auch den Hamiltonoperator.
Die Schrodingergleichung ist eine partielle Differenzialgleichung, da Ableitungen nach
7 und t vorkommen. Zur Losung verwendet man héufig den Separationsansatz

B(7, 1) = d(F)e ™1, (2.123)

Man beachte, dass ebene Wellen von dieser Form sind. Wie bei ebenen Wellen erhélt man
so nicht die allgemeine Losung, sondern man muss Linearkombinationen von Lésungen

der Form ([2.123)) zulassen. Losungen der Form (2.123) nennt man stationdre Lisungen.
Der Grund ist, dass die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte

p(F 1) = [o(7, 1) = |6(7)|” (2.124)
unabhéngig von t ist.

Aufgabe 2.17. Sei
¢(F, t) = Cl¢1 (f’)efiunt + 02(252(,’#>efiw2t

eine Uberlagerung von zwei stationdren Losungen mit verschiedenen Kreisfrequenzen
w1, wo. Zeigen Sie, dass die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte zeitabhdngig ist und
bestimme die Kreisfrequenz, mit der sie oszilliert.
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Mit der Identifikation FF = hw geniigt die stationédre Losung (2.123)) der zeitunabhdngi-
gen Schrodingergleichung

2
Bo(F) = —;lmm(f) VR, (2.125)

Mit Hilfe der Schrédingergleichung lésst sich der Zusammenhang zur klassischen Phy-
sik erldutern. Berechnen wir die Ableitung des Orts-Erwartungswerts:

0 F)or = [ (707070 + 60707 0)) &7
_ / (—imAqﬁ(F, DFG(F 1) + iV (PG, )76 (7, 1)

+i(7, t)F%AqS(F, t) — i (7, t)FV (7)o (7, t)> 437

= —i% / o(7,t) (A(FP(7, ) — FAG(F, 1)) d3F

— i [ ove ey
1

= E<ﬁ>¢(”' (2.126)

Aufgabe 2.18. Zeigen Sie analog, unter Verwendung von (2.112), dass auch

= —

0Ploy =~V (Bawy = - [ 1G0TV (7 (2.127)
gilt.

Wir sehen also, dass fiir die Erwartungswerte von Ort und Impuls &hnliche Relationen
gelten wie in der klassischen Mechanik. Die Gleichungen ([2.126)) und (2.127) sind auch
bekannt als das Ehrenfest-Theorem. Bei der Interpretation von ist zu beachten,
dass im allgemeinen

(VV(R)) gy # VV((R)o) (2.128)

gilt (es sein denn V ist ein Polynom vom Grad 2, denn dann ist VV von Grad 1).
Bevor wir zu konkreten Losungen der Schrédingergleichung kommen, fithren wir noch
ein grundlegendes Konzept ein. Nach der Born’schen Wahrscheinlichkeitsinterpretation
beschreibt p(7t) = |(7,t)|*> die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte eines Teilchens
zur Zeit t. Denken wir uns das Teilchen geladen mit Ladung e. Dann koénnen wir
o(7,t) = ep(7,t) als Ladungsdichte interpretieren. Von dieser wissen wir, dass sie der
Kontinuitdtsgleichung
o=—-V-J (2.129)

mit der Stromdichte J geniigt. Diese beschreibt die Erhaltung der Ladung. Analog
wiirden wir erwarten, dass es eine Wahrscheinlichkeitsstromdichte j gibt, so dass

Op=-V-j (2.130)
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gilt. Analog zur elektrischen Stromdichte J wiirde sie den Fluss der Wahrscheinlichkeits-
dichte beschreiben, d.h. der Fluss der Wahrscheinlichkeit durch ein Fléchenelement ds
ist gegeben durch j dS. Die Kontinuitétsgleichung wiirde dann die Erhaltung
der Wahrscheinlichkeit beschreiben: Sei

Wy (t) == /Vp(f", t)d37 (2.131)

die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen zur Zeit ¢t im Volumen V zu finden. Dann gilt

- —

Wy (t) :/ atp(m)d?’r:—/ ﬁj(m)di"*ﬁ:—/ j(7t) - dS. (2.132)
\% \% oV

Hierbei haben wir im letzten Schritt das GauBsche Gesetz verwendet. dS bezeichnet das
nach aussen gerichtete Flichenelement. Wegen des Vorzeichens beschreibt der Ausdruck
auf der rechten Seite also den Fluss der Wahrscheinlichkeit in das Volumen V. Fiir
geladene Teilchen wiirde J = ej gelten, so dass auch erfiillt ist. Es stellt sich
heraus, dass solch eine Stromdichte tatsdchlich existiert, ndmlich

j= ot (Va0 - 690) = 5 (570) (2.133)

2m

Die Schrodingergleichung bedingt nun die Kontinuitéitsgleichung (2.130)):
_ ih oo /- o
00 (99) = 5.V - (8V6 — Vo)
_ _ ih /o o _ o o _
0166+ 606 = 5 (V- Vo + 606 = Vo - Vo — Ado)

ik o P - ih o, _

o (—Adg + ¢AP) + 7 (Voo — ¢V ) = o (pAd — Agg) . (2.134)
Da V reell ist, folgt die Identitét der beiden Ausdriicke.

Aufgabe 2.19. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsstromdichte der ebenen Welle
(12.44).

Wie wir spéter sehen werden, ist die Wahrscheinlichkeitsstromdichte insbesondere bei
der Behandlung von Streuprozessen niitzlich.
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3. Die eindimensionale
Schroédingergleichgung

In Situationen, in denen die interessante Physik nur in einer der drei Raumrichtungen
spielt, betrachtet man die eindimensionale Schrodingergleichung

2
ihdb(x,t) = —:—m@§¢(x,t) +V(2)d(@, t) (3.1)

oder ihre zeitunabhéngige Version.

3.1. Das Teilchen im Kasten

Betrachten wir ein Teilchen welches durch unendlich hohe Potenzialwiande auf ein Inter-
vall der Lénge L eingeschréankt ist. Diese Wiande beschreiben wir mathematisch durch
Dirichlet-Randbedingungen

¢(0,t) =0, o(L,t) =0. (3.2)

Aufgabe 3.1. Zeige, dass diese Randbedingungen implizieren, dass die Wahrschein-
lichkeitsstromdichte am Rand verschwindet. Betrachte allgemeiner die Randbedingung
0:9(0) = co(0) (Dirichlet entspricht dem Grenzfall c — oo). Unter welcher Einschrdinkung
an c verschwindet die Wahrscheinlichkeitsstromdichte am Rand x = 07

In der zeitunabhingigen Schrodinger-Gleichung suchen wir also nach ¢(x) welches
2mkE
72
mit der Randbedingung ¢(0) = 0 = ¢(L) erfiillen. Die allgemeine Lésung von (3.3)) ist[]]

— 03¢ = ¢ (3.3)

¢(x) = Acoskx + Bsin kz, (3.4)
mit
2mE
k= 3.5
” (35)

und komplexen Koeffizienten A, B. Aus der Randbedingung ¢(0) = 0 folgt A = 0. Die
Randbedingung ¢(L) = 0 impliziert nun sin kL = 0, d.h.

m

k= ny, ne N. (3.6)

'"Man kénnte die allgemeine Losung auch schreiben als ¢(z) = Ce'*® + De™**®. Diese Schreibweisen
sind jedoch #quivalent: Man setze einfach C'= (A —iB), D = (A +iB).
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Wir bezeichnen diese Wellenzahl mit k,,. Die zugehorige Energie F,, ist gegeben durch

22
hems o

En = 2mL2n

(3.7)

Es treten also diskrete Energieniveaus auf. Dies ist eine allgemeine Eigenschaft von ge-
bundenen Zustédnden. Die Wellenfunktionen

¢n(x) = By sin ? (3.8)

sind also die Losungen der zeitunabhéngigen Schrodingergleichung. Schliefilich wollen
wir noch die Normierung, d.h. (2.91)) sicherstellen. Bestimmen wir also B,,, so dass dies
gilt. Wir berechnen

L L
/ |p(x)|*dz = \Bn|2/ sin? " g
0 0 L

L
1
= \Bn|2/0 3 (1 — cos ﬂ;) dz
L
= g\Bn]Q. (3.9)

Somit erhalten wir fiir die normierten Wellenfunktionen
bn(z) = 1/ 2 sin 7T (3.10)
VL L ‘

Aufgabe 3.2. Sei m # n. Zeige, dass dann gilt

siehe auch Abbildung

L
/ Gon(@) o ()l = 0. (3.11)
0
Hier konnte (2.37)) hilfreich sein. Zeige, dass dies impliziert, dass

$(x) =Y catn(@) (3.12)

mit ¢, € C genau dann normiert ist, wenn

D el =1 (3.13)

gilt.
Aufgabe 3.3. Skizzieren Sie die Wahrscheinlichkeitsdichten fiir ¢1 und ¢o. Mit welcher

Kreisfrequenz wio oszilliert die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir
1
V2
(vgl. Aufgabe ? Skizzieren Sie Wahrscheinlichkeitsdichten fiir t = {0,1,2,3} 2%

o(z.1) = ——n(a,1) + jﬁgﬁz(a:,t) (3.14)

w12’
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Abbildung 3.1.: Die Wellenfunktionen ¢; (blau), ¢2 (violett) und ¢z (gelb) fiir das
Kastenpotenzial.

Aufgabe 3.4. Bestimmen Sie den Erwartungswert und die Standardabweichung von X
und P fiir die Wellenfunktionen ¢,. Uberpriifen Sie die Giiltigkeit der Unschdrferelation
(2.107). Fiir welches n wird das Produkt der Standardabweichungen minimal?

Wir wollen noch kurz erértern, ob es Zusténde mit negativer Energie & < 0 geben
kann: Die allgemeine Losung lautet dann

¢(x) = Ae¥'® 4 Be K@ (3.15)
mit
—2mE
K = Tm (3.16)

Die Randbedingung an = = 0 fiihrt auf A = —B, d.h. ¢(z) = 2Asinh(k’x). Der sinh hat
jedoch keine weiteren Nullstellen, kann also in = L nicht verschwinden. Somit gibt es
keine Zustdnde mit negativer Energie.

3.2. Allgemeines zur zeitunabhdngigen Schrédingergleichung

Wir wollen nun einige allgemeine Eigenschaften von Loésungen der zeitunabhingigen

Schrodingergleichung
2m

() = 75 (V(z) - E)¢(z) (3.17)

besprechen. Zunéchst ist es wichtig zu unterscheiden zwischen dem klassisch erlaubten
Gebiet, wo E > V(z) gilt, und dem klassisch verbotenen Gebiet, wo E < V(z) gilt.
In den beiden Gebieten unterscheidet sich das Vorzeichen des Faktors auf der rechten
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Seite in , was ein qualitativ anderes Verhalten der Losungen zur Folge hat. Dazu
betrachten wir reelle Wellenfunktionen ¢(z) als Losungen (dies ist keine Einschrinkung,
da sich eine allgemeine Losung ¢ zerlegen lésst in Real- und Imaginérteil, die auch beide
Losungen sind).

Betrachten wir nun das klassisch erlaubte Gebiet und nehmen an, dass ¢(xg) > 0.
Daraus folgt, dass ¢”(x¢) < 0. Die Wellenfunktion ist also konkav und kriimmt sich
zuriick zur x-Achse. Umgekehrt ist die Wellenfunktion fiir ¢(zp) < 0 konvex. Daraus
folgt ein oszillatorisches Verhalten der Wellenfunktion im klassisch erlaubten Bereich.
Dartiiber hinaus ist die Oszillation um so schneller, je grofier E ist.

Umgekehrt ist im klassisch verbotenen Gebiet die Wellenfunktion konvex fiir ¢(xg) > 0
und konkav fiir ¢(xg) < 0. Daraus folgt dass der Betrag der Wellenfunktion fiir z > x¢
oder fiir x < zp unbeschrénkt wichst (bis das klassisch verbotene Gebiet verlassen wird).
Siehe Abbildung ... fiir eine Skizze der drei Méglichkeiten fiir ¢'(xg) > 0. Daraus folgt,
dass E > min,cr V() gelten muss, denn sonst wére die ganze reelle Achse klassisch ver-
botenes Gebiet und die Wellenfunktion wiirde mindestens in eine Richtung unbeschrankt
wachsen.

Im folgenden schrianken wir uns ein auf Potenziale V', die im unendlichen von unten
beschrankt sind, d.h.

Voo := lim V(z) > —o0. (3.18)

r—Fo0

Wir kénnen nun zwei verschieden Typen von Lésungen der zeitunabhéngigen Schrédin-
gergleichung unterscheiden. Fiir £ > V, ist der Bereich auflerhalb eines beschrinkten
Gebiets klassisch erlaubt. Dies sind die ungebundenen Zustinde. Die Wellenfunktion fallt
im unendlichen nicht ab, sondern oszilliert, &hnlich wie eine ebene Welle ¢(z) = Cetke.
Diese Wellenfunktionen sind nicht quadratintegrabel, aber im unendlichen beschrénkt.
Fiir jedes E > V,, gibt es solche Losungen. Quadratintegrable Wellenfunktionen erhélt
man wie bei den ebenen Wellen durch Superposition. Dies ist moglich, da es, wie bei den
ebenen Wellen, ein Kontinuum an mdoglichen Energien gibt.

Der andere Typ von Losungen sind gebundene Zustinde mit E < V. Ausserhalb
eines beschrankten Gebiets ist also der klassisch verbotene Bereich. Dort wird die Wel-
lenfunktion im allgemeinen fiir x — +oo divergieren, es sei denn man trifft genau die
Losung, die gegen 0 konvergiert, sieche die mittlere Kurve in Abbildung ... Fiir eine der
beiden Seiten, z.B. x — —oo, ist dies fiir gegebenes F immer moglich. Erhélt man jedoch
fiir £ — oo im Allgemeinen eine divergent Wellenfunktion. Nur fiir spezielle Werte von
F erhélt man Losungen, die in beiden Richtungen gegen 0 konvergieren. Man spricht
von einem diskreten Energiespektrum. Man kann zeigen, dass im Zustand niedrigster
Energie die Wellenfunktion ¢ keine Nullstellen hat. Fiir jeden néchsthéheren Zustand
kommt eine Nullstelle hinzu.
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3.3. Potentialtopf: Streuung, Tunneleffekt & gebundene
Zustdnde

Wir betrachten nun den endlich tiefen Potentialtopf

1% <L
V(z) :{ 0 lel=3 (3.19)
0 sonst.

Hierbei kann V sowohl positiv als auch negativ sein. Zunéchst wollen wir Streuzustéande
betrachten, d.h. freie Teilchen, die auf eine Potentialbarriere treffen. Fiir Vi > 0 konnen
wir die Situation sehen als ein Modell fiir ein a-Teilchen, welches sich im Atomkern
(x < %) bewegt, und eine Potenzialbarriere durchqueren muss, um den Kern zu verlassen
(a-Zerfall).

In Aufgabe haben wir gesehen, dass fiir k& > 0 die Wellenfunktionen

p(z) = CeFike (3.20)

einen Wahrscheinlichkeitsstrom in positive/negative a-Richtung mit Betrag |C |2% be-
schreiben. Wenn wir also eine von links einlaufende Welle beschreiben wollen, die am
Potenzial reflektiert bzw. transmittiert wird, so stellen wir den Ansatz

etk + Re—ika: T < _%
= . _ 3.21
o(z) {Tem - (3:21)

mit k& > 0 fiir die Losung der zeitunabhiingigen Schrédingergleichung auf. Der
springende Punkt ist hierbei, dass wir fiir z > % keine linkslaufende Komponente e~
zulassen. Den Betrag der einlaufenden Welle haben wir auf 1 normiert. Daraus folgt,
dass |R|* und |T|? die Reflektions- bzw. Transmissionswahrscheinlichkeit sind:

Aufgabe 3.5. Zeigen Sie, dass sie Wahrscheinlichkeitsstromdichte fir (3.21) durch

, hk [1—|R]> o< -L
x)=— - 3.22
gegeben ist. Argumentieren Sie mit der Stromerhaltung, dass daraus
R + TP =1 (3.23)

folgt. Zeigen Sie ausserdem, dass man ]T|2 als Transmissionswahrscheinlichkeit inter-
pretieren kann.

Einsetzen von (3.21]) in die zeitunabhingige Schrodingergleichung (2.125)) zeigt, dass
¢ eine Losung ist fiir

(3.24)
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Einschrinkungen an R, T erhalten wir nur, wenn wir die Gleichung auch im Bereich |z| <
% l6sen und dabei die korrekten Anschlussbedingungen beachten. Da unser Potenzial
(3-19) einen Sprung in @ = +£Z aufweist, fordern wir, dass ¢(z) und ¢/(z) stetig in
x = +Z sind. Wir konnen nicht die Stetigkeit von ¢”(z) in @ = ££ fordern, da dann

die beiden Terme E¢(z) und —%(b”(m) stetig wéren, wihrend der dritte, V(z)¢(x)
Spriinge in z = :l:% hat. Dies kann also keine Losung der Schrodingergleichung
sein. Andererseits sollten wir die Stetigkeit von ¢ und ¢’ in den Sprungstellen verlangen:
Sei z.B. ¢ stetig, aber ¢’ habe einen Sprung in x = :l:%. Daraus folgt, dass ¢” ein
Vielfaches der Dirac’schen J-Distribution ist. Da aber weder E¢ noch V¢ solch eine
Singularitit in x = i% haben, kann dies keine Lésung von sein

Im Gebiet |z| < % lautet die Schrodingergleichung

o) = 22T . (3.25)

Hier sollten wir unterscheiden zwischen den beiden Fallen £ > Vy und E < Vj. Im ersten
Fall ist die allgemeine Losung gegeben durch

p(x) = Ae'?* 4 Be " (3.26)
mit
\2m(E — W

Die Anschlussbedingungen liefern nun
6—ikL/2+R6ikL/2 _ Ae—iqL/2+BeiqL/2, ( )
ike—ikL/Q _ ikReikL/2 — iqu—iqL/Q _ Z-deiqL/2’ ( )
Te™H/? = Ae'1h/? 4 Bemi1h/2, (3.30)
ikTeRl/2 = jq At/ — jqBe11L/2, (3.31)

Einsetzen von (3.28)) in (3.29) und von (3.30) in (3.31)) liefert
i(k — q)e™*/2 —i(k + q)Re™*/? = —2igBe' /2, (3.32)
i(k — q)Te*H/? = —2iqBe™ /2, (3.33)

2Fin #quivalentes Argument, das aber die Diskussion von § Distributionen vermeidet, ist folgendes:
Integriere beide Seiten der Schrédinger-Gleichung (2.125) von L/2 — € bis L/2 4+ . Wir erhalten

L/2+4¢ h2 , L/2+e L/2+e
E so)ds =~ G@IAT+ [ Vel
L/2—¢ L/2—¢
Die linke Seite und der zweite Term auf der rechten Seite verschwinden im Grenzfall € — 0 (zumindest
wenn ¢ stetig ist). Der erste Term auf der rechten Seite verschwindet allerdings nicht, wenn ¢’ einen
Sprung hat, d.h. wenn die Grenzwerte von der rechten und der linken Seite der Sprungstelle L/2
nicht {ibereinstimmen.

37



Daraus folgt

i(k — q)e *2 _i(k + q)Re™ /2 = i(k — q)Te*+20L/2, (3.34)
d.h. .
1— k—Jquei’“L = T+l (3.35)
—4q

Dies geniigt noch nicht zur Bestimmung von R und T, da wir A auf zwei verschiedene

Arten aufgelost haben, um (3.32)) und (3.33)) zu erhalten. Wir kénnen auch (3.30)) in
(3.28) einsetzen und erhalten

e~kL/2 | ReikL/2 _ moitk—20L/2 | p (eiqL/2 _ e—iq3L/2> _ (3.36)

Mit (3.33)) ergibt sich

o—iKL/2 | RoikL/2 _ ilk=20)L/2 _ k2— qp ikL/2 (ci9h — el (3.37)
q
d.h. )
1+ Re*t =T <ei<kq>L — 2;‘16”%2@' sin qL> : (3.38)
q
Einsetzen in ([3.35)) ergibt
1+ kta_ T mei(k_qw - meikLQi singl | = Te'k+ak, (3.39)
k—q k—q 2q

Somit erhalten wir schliesslich durch Multiplikation mit g(k — q)

1 2kq
T=— . 3.40
ekl 2kq cos qL — i(k2 + ¢2) sinqL (3.40)
Einsetzen in (3.35)) liefert auerdem
1 k2 — o) sin oL
R i(k” = q7)sing (3.41)

= kL 2kq cosqL — i(k%? 4+ ¢?)singL’

Wie bereits diskutiert ist die Transmissions- bzw. Reflektionswahrscheinlichkeit durch
IT|? bzw. |R|* gegeben.

Aufgabe 3.6. Uberpriife die Relation (3.23).
Aufgabe 3.7. Zeige, dass |T| — 1 im Limes E — oo bei festem V.

Am Auftreten von singlL im Zihler in erkennt man, dass im Fall ¢ = nn/L
keine Reflexion stattfindet. Dies kann wiederum als ein Interferenzphinomen verstanden
werden (die Teilwellen, die an den beiden Sprungstellen in x = j:% reflektiert werden,
interferieren destruktiv).
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Betrachten wir nun den Fall E < V{. Anstatt von (3.26]) ist die allgemeine Losung im
Bereich |z| < L/2 nun durch

¢(z) = AeP* + Be P* (3.42)
gegeben, mit
2m(Vp — E
- V= E) oy

Analog zur obigen Rechnung erhélt manlﬂ

T 1 2kp
~ etkL 2kp cosh pL + (k2 — p2) sinh pL’

(3.44)

und somit

| |2 4k'2p2 4k2p2

_ _ . (345
4k2p? cosh? pL + (k2 — p2)2sinh® pL.  4k2p? + (k2 + p2)2sinh? pL (3:45)

Dies ist immer ungleich 0, wenn auch exponentiell unterdriickt fiir pL > 1. Wir sehen
also, dass ein Teil der Teilchen eine Potenzialbarriere durchqueren, die sie klassisch nicht
durchqueren kénnten. Man spricht vom Tunneleffekt. Dieser spielt eine grofie Rolle in der
modernen Mikroelektronik. Man verwendet ihn auch zur Beschreibung des a-Zerfalls.

Aufgabe 3.8. Wir betrachten die Streuung an einer Potenzialschwelle,
0 <0
Viz) = = (3.46)
Voo >0

Zeige, dass fir E > Vy der Ansatz fiir eine von links einlaufende Welle

o(z) = (3.47)

etk 4 Re—tkr 4 <)
Teta x>0

mit k und q durch (3.24) und (3.27)) gegeben, ist. Berechne die Wahrscheinlichkeits-
stromdichte j und argumentiere, dass aus der Stromerhaltung

k (1 . |R\2) — T2 (3.48)

folgt. Gebe einen Ausdruck fiir die Transmissionswahrscheinlichkeit an. Bestimme R und
T durch die Anschlussbedingungen und uberprife (3.48)). Bestimme die Transmissions-
wahrscheinlichkeit.

5Forma1 kann man in (3.40)) einfach durch ip ersetzen und cosh x = cosiz, sinhx = —isinix verwen-
)
den.
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Schliefllich wollen wir noch den Fall 0 > E > ;) betrachten. Fiir |z| > % gilt also
E < V(x), d.h. dieser Bereich ist klassisch verboten. Wir erwarten also, dass die Auf-
enthaltswahrscheinlichkeit dort im wesentlichen verschwindet. Man spricht von einem
gebundenen Zustand. Dies ergibt sich wie folgt aus dem Formalismus: Die allgemeine

Losung im Bereich |z| > é ist gegeben durch

A_ek® 4 B_ ek p < L
(;5(.%) - kx —kx L ? (349)
Aie™ 4+ Bye T >3,
mit
—2mE
k= Tm (3.50)

Damit die Wellenfunktion endlich bleibt fiir x — 0o muss gelten Ay = B_ = 0. Zur
Losung ist es hilfreich, die Symmetrie des Problems auszunutzen. Sei II der Spiegelungs-
operator,

(1) () = ¢(—a). (3.51)

Da das Potenzial spiegelsymmetrisch ist, gilt
IIH¢ = HIl¢. (3.52)
Sei nun ¢ eine Losung der zeitunabhéingigen Schrodingergleichung
H¢p = E¢. (3.53)

Wir kénnen ¢ zerlegen in den symmetrischen und den antisymmetrischen Anteil:

¢ = s + Pa, (3.54)
b= 5 (6+T19), (3.55)
ba= 5 (6 T19). (3.56)
Nun gilt
Hoyo= 3 (Ho+ HIIG) = (B +TIH) = B (0 +T19) = Béyyo. (357

Somit sind auch ¢/, Losungen zur selben Energie. Wir kénnen also 0.B.d.A. annehmen,
dass ¢ entweder symmetrisch oder antisymmetrisch ist. Somit gilt auch By = +A_, d.h.

fir A- =1 (um die Normierung kénnen wir uns spéter kiimmern)
kx L
e r< -5
— =72
¢s/a(x) - {:I:e_kz T > % (358)
Die allgemeine Losung fiir |z| < % ist
¢s(x) = Acosqz, ¢o(r) = Asin gz, (3.59)
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wobei ¢ durch (3.27)) gegeben ist. Aufgrund der Tatsache, dass wir die Symmetrie des

Problems bereits beriicksichtigt haben, geniigt es, die Anschlussbedingung an x = % zZu
erfiillen (die an z = —% ist dann automatisch erfiillt). Fiir die symmetrische Wellen-
funktion fithrt dies auf
L
e % = Acos a5 (3.60)
L
ke k5 = —Agsin a5 (3.61)
Einsetzen der ersten in die zweite Gleichung ergibt
k L
— =tang—. 3.62
. an g ( )

Gleichungen dieser Form nennt man transzendentale Gleichungen. Losungen koénnen ty-
pischer Weise nicht in geschlossener Form angegeben werden. Qualitativ lassen sich al-
lerdings Aussagen machen. Wir haben

2mV
=/ 7;’;2 0 _ 42 (3.63)

und somit lasst sich die obige Gleichung schreiben als

2mVy
B h2q2

L
—1=tan a5 (3.64)

Wir suchen nach Losungen dieser Gleichung im Bereich 0 < ¢ < 7‘27"‘/ (dies entspricht
gerade der Forderung 0 > E > Vj). Dies ldsst sich wiederum umschrelben in die Suche

nach Losungen fiir
mVOL2
\— 212y = tany (3.65)

. Die Funktion auf der linken Seite der Gleichung féllt monoton von

—mVy L2
2h2

400 bei y = 0 auf 0 bei y = 4/ *TZZSLQ ab, wiahrend die Funktion auf der rechten Seite
monoton von 0 bei y = 0 auf +00 bei y = § ansteigt, siche Abbildung[3.2} Somit miissen
sich die beiden Kurven mindestens einmal schneiden. Es gibt somit immer mindestens
eine symmetrische Losung. Weitere Losungen gibt es im Bereich 7 < y < 37“ Dazu muss
offenbar

firo<y<

—mVoL? > 2m%h? (3.66)

gelten. Wenn also der Topf nicht tief oder breit genug ist, oder die Masse zu klein, gibt
es keine weiteren gebundenen Zustéinde mit symmetrischer Wellenfunktion.

Aufgabe 3.9. Betrachte die antisymmetrischen Wellenfunktionen. Gibt es immer eine
antisymmetrische Losung? Falls nein, gebe ein Kriterium dafiir an, dass es mindestens
eine gibt. Gebe auch ein Kriterium dafir an, dass es genau n antisymmetrische Lésungen
gibt. Wie lautet das analoge Kriterium fir die symmetrischen Lésungen?
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Abbildung 3.2.: Die beiden Seiten der Gleichung (3.65)) als Funktion von y. Die blaue
Kurve ist der Tangens, wihrend die rote und die griine Kurve die linke

Seite zeigen fiir _";){Q’LQ =1 bzw. 25.
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4. Der mathematische Formalismus der
Quantenmechanik

Wir haben bis jetzt mit Wellenfunktionen im Orts- und Impulsraum gearbeitet und
die entsprechenden Wahrscheinlichkeitsinterpretationen kennengelernt. Auflerdem haben
wir die Dynamik der Wellenfunktionen mit Hilfe der Schrodingergleichung beschrieben.
Das Ziel dieses Kapitels ist es, einen allgemeinen mathematischen Rahmen kennenzu-
lernen, in dem die Orts- oder Impulsraumwellenfunktionen als Spezialfille auftreten.
Dies ermoglicht die Beschreibung anderer Quantensysteme, z.B. des Spins. Auflerdem
erlaubt dieser Rahmen die Beschreibung anderer Observablen (beobachtbarer Grofien),
z.B. Energie oder Drehimpuls. Schliefilich erleichtern die allgemeinen Aussagen, die wir
kennenlernen werden, auch konkrete Rechnungen, z.B. beim harmonischen Oszillator.

4.1. Zustande und der Hilbertraum

Physikalische Zustdnde haben wir bis jetzt beschrieben mit komplex-wertigen Wellen-
funktionen (7). Zur Beschreibung einzelner Teilchen mussten diese normierbar sein,
d.h.

2 = / D7) < oo, (4.1)

Man nennt solche Wellenfunktionen quadratintegrabel und den Raum dieser Wellenfunk-
tionen L?(R3). Fiir die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten spielte die Phase von 1)
keine Rolle, d.h. ¢ und €4 mit § € R beschreiben denselben physikalischen Zustand.

Wir haben auch mehrfach davon Gebrauch gemacht, dass sich Wellenfunktionen su-
perponieren lassen, d.h. gegeben ; und s ist auch

Y = &1 + §atdo (4.2)

eine sinnvolle Wellenfunktion, wobei ; /, komplexe Koeffizienten sind. Man nennt dies
eine komplexe Linearkombination, und einen Raum, der auch komplexe Linearkombina-
tionen von beliebigen Elementen enthélt, einen komplezren Vektorraum. Die Norm
kann man interpretieren als einen Spezialfall der Sesquilinearform

(1) = / PP, (4.3)

in folgendem Sinne:

611 = (lep). (4.4)
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Eine Sesquilinearform auf einem komplexen Vektorraum V ist dabei eine Abbildung
V xV = C, die

(W, 0) = (¢, 9), (4.5)
(W61 + Aada) = M (]61) + Ao ()] 2) (4.6)

erfiillt.

Aufgabe 4.1. Uberpriife, dass ([.3)) eine Sesquilinearform ist. Zeige, dass aus [&.5) und

auch ~ -
(A1 + Aaha|d) = A1 (Y1]@) + A2(12|d) (4.7)

folgt.

Einen komplexen Vektorraum mit Sesquilinearform, die mit (4.4]) eine Norm definiert,
d.h.
[?>0  und  [[¥)*=0 <= ¥ =0, (4.8)

nennt man einen Hilbertraum (wir iibergehen hier einige mathematische Subtilitéiten).
Fiir den Raum der quadratintegrablen Wellenfunktionen ist dies der Fall. Dies fiithrt uns
zu unserem ersten Postulat:

Postulat 1. Die reinerﬂ Zustdnde eines quantenmechanischen Systems werden beschrie-
ben durch Vektoren ¢ # 0 eines Hilbertraums H. Dabei beschreiben die Vektoren 1 und
&Y mit € € C denselben physikalischen Zustand.

Die zweite Aussage bezieht sich auf die Tatsache, dass globale Phasen nicht beob-
achtbar sind (die Wellenfunktionen (x) und & () fithren zum Beispiel auf den selben
Erwartungswert von Ort und Impuls). Im allgemeinen nehmen wir an, dass die Vekto-
ren, die einen physikalischen Zustand beschreiben, normiert sind, ||| = 1. Dies legt den
Vektor jedoch nur bis auf ein Vielfaches von €, § € R, d.h. eine Phase, fest.

Die Sesquilinearform kann als Verallgemeinerung des Skalarprodukts - ¥ gesehen wer-
den (dabei ist der Vektorraum V' = R? reell und endlich-dimensional, und die Abbildung
geht in die reellen Zahlen). Deshalb nennt man eine Sesquilinearform auch ein Skalar-
produkt. Es gilt ¢ - @ = 0 genau dann wenn ¢ und w orthogonal sind. Analog nennt
man ¢, € H orthogonal, wenn gilt (¢|1p) = 0. In V' gilt die Ungleichung |0 - w| < |7||w].
Analog gilt in einem Hilbertraum die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

(1o < I¥lllle]- (4.9)

!Dies sind Zustéinde, die keine statistischen Uberlagerungen anderer Zustéinde sind. Das klassische
Analogon wire ein Punkt im Phasenraum. Ein klassischer nicht reiner Zustand wéire eine Wahr-
scheinlichkeitsdichte auf dem Phasenraum, wie sie im zweiten Teil der Vorlesung eine Rolle spielen
wird. Zur Préparation von reinen Zusténden, sieche Postulat @
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Daraus folgt auch die Dreiecksungleichung:

1+ 6l1> = (¥ + ¢l + ¢)
= 91 + 161 + (]e) + (Bl
= |9l1” + l|6]” + 2R ()| 6)
< 111 + llol* + 21 (8]
< 111> + llol® + 2l [l gl
= (¢l + lll)?. (4.10)

Das einfachste nicht-triviale Beispiel fiir einen Hilbertraum ist C?, d.h. die Menge
bestehend aus Paaren (c1,cz) von komplexen Zahlen mit skalarer Multiplikation und

Addition
Ale1, e2) = (Aer, Aea), (c1,¢2) + (di,d2) = (c1 + di, c2 + da) (4.11)

und Sesquilinearform

<(61,02)|(d1,d2)> = ¢1dy + Cado. (4.12)
Aufgabe 4.2. Zeige, dass (4.5), (4.6) und (4.8)) erfillt sind.

Ein wichtiges Konzept in der Theorie der Hilbertrdume sind Orthonormalsysteme.
Dabei handelt es sich um Mengen {e;};c; von Elementen, die normiert und paarweise
orthogonal sind, d.h.

<6i|6j> = (5” (413)

Hierbei ist d;; das Kronecker- ¢, definiert durch
1 i
ES S (4.14)
0 i#y

Die diskrete Indexmenge I kann hier endlich, z.B. I = {1, 2}, oder unendlich, z.B. I = N,
sein. Ein Orthonormalsystem ist vollstdndig, wenn gilt:

(eilp) =0Viel <= 9 =0. (4.15)

Ein vollstdndiges Orthonormalsystem nennen wir auch eine Basis. Die Dimension eines
Hilbertraums definiert man als die Anzahl der Elemente einer Basis. Man kann zeigen,
dass diese fiir alle Basen gleich ist.

Aufgabe 4.3. Zeige, dass {e1 = (1,0),e2 = (0,1)} und {f1 = %(1,@'),@ = %(1, —1)}

Basen von C? bilden.

Aufgabe 4.4. Hilbertraumvektoren {¢;}icr nennt man linear unabhéngig, wenn

Y cigi=0 = =0Viel (4.16)
el
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qilt. Zeige, dass gilt
{di}ier bilden Orthonormalsystem =—> {;}ticr sind linear unabhdingig.

Hinweis: Bilde das Skalarprodukt der linken Seite von (4.16|) mit ¢; fir alle j € I.

Wir haben auch bereits ein Orthonormalsystem mit unendlich vielen Elementen ken-
nengelernt: Wie wir in Abschnitt gesehen haben, bilden die Wellenfunktionen ¢,
, ein Orthonormalsystem fiir den Raum der quadratintegrablen Funktionen auf
[0, L]. Man kann zeigen, dass dieses auch vollsténdig ist, d.h. eine Basis ist.

Die komplexen Zahlen (e;|¢) nennt man die Koeffizienten von ¢ bzgl. der Basis {e; }icr-
Zwei Vektoren ¢, 1 stimmen genau dann iiberein, wenn alle ihre Koeffizienten iiberein-
stimmen: Aus der Vollsténdigkeit folgt

(eilp—Y)=0Viel <= ¢—1¢ =0. (4.17)

Daraus folgt, dass sich ¢ € H eindeutig als Linearkombination von Basiselementen schrei-
ben lasst,

¢ = (eild)e; (4.18)

el

denn beide Seiten haben dieselben Koeffizienten: Fiir die rechte Seite berechnen wir

(eil Y (ejlddes) = D lejl)eiles) = D (el)di; = (eild), (4.19)

Jjel Jj€l jel

was genau dem iten Koeffizienten der linken Seite entspricht. Die Eindeutigkeit folgt
daraus, dass eine andere Linearkombination von Basiselementen andere Koeffizienten
hétte, und somit nicht mit ¢ {ibereinstimmen kann.

Seien nun 1, ¢ Vektoren mit Basiskoeffizienten ¢;, d; bzgl. derselben Basis {e;}. Dann

gilt
(Y|o) = ZCZe"’Zd e;) Z i(eiles) ch i (4.20)

icl Jel 1,5€l el

Eine manchmal hilfreiche Schreibweise fiir einen Vektor 1 Basiskoeffizienten ¢; ist die
Anordnung der ¢; als ein Spaltenvektor:

&1

p=) e = =[], (4.21)

el

Aus (4.20]) folgt, dass sich das Skalarprodukt als Produkt von Spaltenvektoren schreiben

lasst:
dq

W)y =@ @ ... d_? =%, (4.22)
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wobei 9" das Adjungierte von v ist, d.h. die Verkettung von komplexer Konjugation und
Transposition. Die Darstellung eines gegebenen 1 als Spaltenvektor ¢ hiingt natiirlich
von der Wahl der Basis ab. a

Analog zum Konzept von Untervektorrdumen (z.B. Geraden und Ebenen durch den
Ursprung in R3), definiert man auch Unter-Hilbertrdume: Eine Teilmenge K C H ist
ein Unter-Hilbertraum, wenn es mit dem von H geerbten Skalarprodukt einen Hilbert-
raum bildet. Das ist genau dann der Fall, wenn X abgeschlossen ist bzgl. komplexer
Linearkombination:

Y1, € K = {191 + &1pp € K VE; € C. (4.23)

Aufgabe 4.5. Sei K ein Unter-Hilbertraum von H. Wir definieren sein orthogonales
Komplement

Kt:={peH]| W) =0VpecK}. (4.24)
Zeige, dass auch K+ ein Unter-Hilbertraum ist.

FEine hiufig verwendete Schreibweise ist die sogennante bra-ket-Notation. Dabei schreibt
man einen Vektor ¢ € H als ein ket, |¢). Ein bra (| kann nun interpretiert werden als
ein Element des Dualraums H*, d.h. des Raums der linearen Abbildungen H — C:

W[ (19)) = (¥l9). (4.25)

Man kann sich ein ket als einen Spalten- und ein bra als einen Zeilenvektor denken.

4.2. Observablen und Operatoren auf dem Hilbertraum
Wir erinnern uns an die Bestimmung des Erwartungswert des Ortes fiir eine Wellenfunk-
tion ¢ € L?(R):
<Xm:/ﬂ@nw@m. (4.26)
Dies lésst sich schreiben als R
(X)y = (Y[ X)), (4.27)

wobei X ein Operator auf dem Hilbertraum der quadratintegrablen Wellenfunktionen
ist, d.h. einer Wellenfunktion v ordnet er eine neue Wellenfunktio X zu, die durch

(X)(x) = zih(x) (4.28)
gegeben ist. Dieser Operator ist linear, d.h.
X (&1 + &) = E X0 + & Xy, (4.29)

Wir nennen X den Ortsoperator.

2Es gibt hier eine mathematische Subtilitéit: Die neue Wellenfunktion ist i.A. nicht quadratintegrabel,
d.h. sie liegt i.A. gar nicht wieder im Hilbertraum. Man spricht von einem unbeschrinkten Operator.
Mathematisch fithrt das zu einigen Komplikationen, iiber die wir hier hinweg sehen werden.
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Wir erinnern uns auch an den Ausdruck fiir den Erwartungswert des Impulses fiir eine
Wellenfunktion :

(P)y = —ih / P (2)0ptp(z)da. (4.30)
Dies lésst sich wiederum schreiben als
(P)y = (V| Py) (4.31)
mit dem Impulsoperator R
(PY)(x) = —ihds (). (4.32)

Fiir Wellenfunktionen v € L?(R?) definiert man analog 3 Orts- uns Impulsoperatoren:
(Xj¢) (w1, w9, 33) := 2j(w1, w2, 23),  (Pjo) (w1, wa,w3) := —ihdjd(w1, w9, w3).  (4.33)

Diese lassen sich wiederum zu Vektoren X = (X1, Xy, X3) und P = (Py, Py, P3) zusam-
menfassen.

Auch in der Schrodingergleichung ist uns bereits ein linearer Operator begegnet, der
Hamiltonoperator H, siche (dort wurde er als H bezeichnet).

Im Rahmen der Quantenmechanik wird nun angenommen, dass sich jede physikalische
Observable O ausdriicken lassen durch einen linearen Operator O auf dem entsprechen-
den Hilbertraum, wobei der Erwartungswert im Zustand ¢ gegeben ist durch

(O)y = (|O). (4.34)
Diese Erwartungswerte sollten reell sein, d.h.
(O)y = (0)y = (OY|v) = (¥]0Y). (4.35)

Dies ist erfiillt, wenn wir fordern, dass O selbstadjungiert ist. Man nennt A* das adjun-
gierte eines linearen Operators A, wenn gihﬁ

(V]| Ag) = (A™)lg) Vi, . (4.36)
Aufgabe 4.6. Zeige, dass gilt

(Agly) = (S| A™Y), (4.37)
(A")" = A4, (4.38)
(AA)* = XA*. (4.39)

Ein Operator A heifit selbstadjungiert oder hermitesch, wenn A* = A. Offenbar gilt
dann

(AYl) = (PlAY), (4.40)

so dass der Erwartungswert eines selbstadjungierten Operators tatséchlich reell ist.
Somit ist unser néchstes Postulat:

3Fiir unbeschrinkte Operatoren, siche Fufinote [2| ist die Definition des Adjungierten um einiges kom-
plexer.
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Postulat 2. Fine physikalische Messgrifie (Observable) O wird beschrieben durch einen
selbstadjungierten linearen Operator O, und der Erwartungswert im Zustand 1 (d.h. der

Mittelwert tiber viele Messungen an identisch préiparierten Systemen) ist gegeben durch
(14.34]).

Bevor wir zu allgemeinen Eigenschaften linearer (selbstadjungierter) Operatoren kom-
men, wollen wir schnell iiberpriifen, dass X und P tatséchlich selbstadjungiert sind. Fiir
X gilt

(Xylg) = / (X)) (@)d(x)dz
— / (@) p(x)da

_ / b(@)ed(x)de
- [ oo

= (Y| X ). (4.41)

Fiir P finden wir

(Bolg) = / —ih (@) o (x)dx

=ih / () p(z)dx
=i (o0 - [ D@00t )
— [ o) (-ihe) @)z

= (4| Pg). (4.42)

Hier haben wir verwendet, dass die Wellenfunktionen quadratintegrabel sind, d.h. im
Unendlichen verschwinden.

4.2.1. Lineare Operatoren auf dem Hilbertraum

Im Rahmen dieser Vorlesung werden wir nur lineare Operatoren behandeln, so dass im
Folgenden einfach nur von Operatoren die Rede sein wird.

Wie wir gesehen haben, kann man Hilbertraum-Vektoren mit Hilfe einer Basis als
Spaltenvektoren darstellen. Analog kann man Operatoren als Matrizen darstellen. Wir
haben gesehen, dass aus der Vollstandigkeit der Basis folgt, dass zwei Vektoren ¢, 1
genau dann gleich sind, wenn sie dieselben Koeffizienten (e;|1), (e;|¢) bzgl. einer Basis
{ei}ier haben. Etwas analoges gilt auch fiir Operatoren. Zwei Operatoren A, B sind
dann gleich, wenn gilt

A= By Vi € H. (4.43)
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Da sich jedes i € H schreiben lésst als Linearkombination der Basisvektorenﬁ

b= ¢y, (4.44)
J

und A und B linear sind, geniigt es zu zeigen, dass
Aej = Bej Vj, (4.45)

denn dann gilt
By =) Bejej =Y ¢Bej=> cjAe;=> Acje; = Ay, (4.46)
i i i i

Nun sind die Vektoren Ae; und Be; genau dann gleich, wenn ihre Koeffizienten bzgl. der
Basis {e;} iibereinstimmen. Daraus folgt, dass (4.45)) genau dann erfiillt ist, wenn gilt

<€i|A€j> = <€Z“B€j> VZ,] (4.47)
Man nennt
al-]- = <€i|A€j> (4.48)

die Matrizelemente des Operators A. Somit sind zwei Operatoren genau dann gleich,
wenn Thre Matrixelemente bzgl. einer Basis iibereinstimmen.
Es ist nun einfach zu zeigen, dass

A= Zaij|ei><ej| (4.49)

gilt, wobei |e;)(e;| eine suggestive Schreibweise fiir den Operator ist, der wie folgt wirkt:

(lei)(ej]) ¥ = eilejlh). (4.50)

Nach obigem geniigt es zu zeigen, dass beide Seiten in (4.49)) dieselben Matrixelemente
haben. Fiir die rechte Seite berechnen wir

<€i’ Z akl\ek><el|ej> = Z akléik&j = Qjj. (4.51)
Kl
Sei nun ¢ durch (4.44)) gegeben. Fiir die Basiskoeffizienten von A1) erhalten wir
(e;|Ay) = Z ai,ci(eilex)(erle;) Zak 1601015 = Zawc] (4.52)
k,l,j kg

Insbesondere sehen wir, dass auf den zur Basis {e;} gehorenden Spaltenvektoren A als
Matrixmultiplikation mit

ailr 412
A=|a2n ax (4.53)
dargestellt ist, d.h.
Ay = Ay, (4.54)

“Hier und im Folgenden sind die Summen immer iiber die Elemente von der Indexmenge I zu verstehen.
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Aufgabe 4.7. Zeige, dass die Matrizdarstellung von A* gegeben ist durch das adjun-
gierte der Matrizdarstellung von A.

Aufgabe 4.8. Gebe die Matrizdarstellung des Operators |e1)(ez2| in der Basis {e;} an.

Aufgabe 4.9. Zeige, dass gilt

(19)(8)" = l) (Wl (4.55)

Eine wichtige Eigenschaft von Operatoren ist, dass man sie verketten kann. Seien A,
B Operatoren, dann ist auch AB, definiert durch

(AB)y := A(Bv) (4.56)
ein Operator.
Aufgabe 4.10. Uberpriife, dass AB ein linearer Operator ist.
Ein spezieller Operator ist der Einsoperator 1, definiert durch
Tap := . (4.57)
Offensichtlich ist dies ein neutrales Element fiir die Operatorverkettung:
1A= A= Al. (4.58)

Aufgabe 4.11. Bestimme die Matrizelemente des FEinsoperators bzgl. einer beliebi-
gen Basis {e;}. Wie sieht die entsprechende Matriz aus? Zeige dass der Einsoperator
beziiglich einer beliebigen Basis die Darstellung

1= Z |es) (el (4.59)

hat.
Fiir die Operatorverkettung gilt:

e Die Verkettung ist distributiv, d.h. es gilt
(A+ B)(C+ D)= AC+ AD + BC + BD. (4.60)

e Die Verkettung ist assoziativ, d.h. es gilt
(AB)C = A(BCQC). (4.61)

Insbesondere kann man bei Operatorprodukten die Klammerung weglassen.

o Es gilt
(AB)" = B*A*. (4.62)
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e Das Operatorprodukt entspricht dem Matrixprodukt der Matrixdarstellungen, d.h.

AB=AB. (4.63)

Zum Beweis von (4.61)) miissen wir zeigen dass beide Seiten auf allen ¢ € H iiberein-
stimmen:

(AB)C)¢ = (AB)(CY) = A(B(CY)) = A((BC)¢) = (A(BC))y. (4.64)
Zum Beweis von berechnen wir
(V[AB¢) = (A™)|Be) = (B*A™Y|¢). (4.65)
Zum Beweis von berechnen wir die Matrixkoeffizienten von AB:
(ei|ABej) = (e;| A1 Be;)
= (eilAex){ex| Be;)
k

= airbi;. (4.66)
k

Hier haben den Einsoperator 1 eingefiigt und (4.59)) verwendet. a;, und by; sind hier die
Matrixelemente von A und B und der Ausdruck auf der rechten Seite entspricht gerade
dem Matrixprodukt.

Die Operatorverkettung ist zwar assoziativ, aber nicht kommutativ, d.h. es gilt i.A.
NICHT AB = BA:

Aufgabe 4.12. Betrachte die beiden Operatoren A, B, die beziiglich einer Basis des C?
die Matrixdarstellung

A= (8 é) , B= (? 8) (4.67)

haben. Berechne AB und BA in dieser Basis.

4.2.2. Selbstadjungierte Operatoren

Ein wichtiges Charakteristikum eines Operators A sind seine Eigenvektoren und FEigen-
werte, d.h. die Vektoren ¢ und Zahlen a, fiir die gilt

Ay = ar. (4.68)
Sei nun A ein selbstadjungierter Operator. Es gilt:

e Die Eigenwerte von A sind reell.

e Die Menge der Eigenvektoren zu einem Eigenwert a bilden einen Unter-Hilbertraum
‘H,. Eigenwerte, fiir die die Dimension von H, grofler als 1 ist, nennt man entartet.
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e Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.

Zum Beweis der ersten Aussage nehme an, dass Ay = a. Dann gilt

alPly) = (P|AY) = (AY|) = alp|y). (4.69)

Zum Beweis der zweiten Aussage miissen wir Abgeschlossenheit unter Linearkombina-
tionen {iberpriifen, siehe (4.23)). Sei also 9y /5 € H,. Dann gilt

A (&1 + Eatho) = §1AYL + LAY = Erayyy + Eearha = a (§19h1 + §21)2) (4.70)

und somit auch &1 + E2109 € H,. Zum Beweis der dritten Aussage nehme an, dass
Aty j9 = ay91 /2 mit a; # az. Dann gilt

ar{Yalth1) = (Pa| Ah1) = (Avalth1) = aa(alh1) = az(wa|i1). (4.71)

Dies ist fiir a; # ag nur moglich wenn (i2]11) = 0.

Wir wollen uns nun zunéchst einschréinken auf einen endlich-dimensionalen Hilbert-
raum H ~ C". Ein selbstadjungierter Operator A : H — H ldsst sich also auffassen als
selbstadjungierte n x n Matrix. Die Menge Y%(A) der Eigenwerte nennt man das Spektrum
von A. Nach einem Ergebnis aus der linearen Algebra gilt, dass die Unterrdume H, zu
den verschiedenen Eigenwerten a den ganzen Hilbertraum aufspannen. Das heifit, wenn
{e¢}ic1, eine Basis von H, ist, bildet

{efla € X(A),i € 1,} (4.72)
eine Basis von H. In dieser Basis ist A offenbar durch eine Diagonalmatrix

aq 0
A=|0 a (4.73)

dargestellt.

Aufgabe 4.13. Auf dem Hilbertraum H = C? seien die Operatoren

o1 = (? é) , o9 = <? _0’> , o3 = ((1) _01) (4.74)

gegeben. Zeigen Sie, dass diese selbstadjungiert sind und bestimmen Sie die Eigenwerte
und Basen von FEigenvektoren.

4.2.3. Projektionsoperatoren und der Messprozess

Ein Projektionsoperator (oder Projektor) P ist definiert durch die beiden Eigenschaften

P* =P, P2=P (4.75)
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Daraus folgt, dass ein Projektor nur die Eigenwerte 0 und 1 hat: Sei 1 ein Eigenvektor
zum Eigenwert a. Dann gilt

ay = Py = P*¢p = Payp = a*), (4.76)

und somit a? = a. Dies wird nur von @ = 0 und a = 1 erfiillt. Man sagt, dass P auf den
Eigenraum #; zum Eigenwert 1 projiziert. Ausserdem gilt Hi- = Ho
Offenbar ist auch @ := 1 — P ein Projektor:

Q*=(1-P)*=1-P'=1-P=qQ, (4.77)
Q*=(1-P)(1-P)=1-2P+P2=1-P=Q. (4.78)

Ausserdem gilt
PQ=P1-P)=P—-P*=0 (4.79)

und auch QP = 0. Q projiziert auf Hg, d.h. den Eigenraum von P zum Eigenwert 0.

Nach diesen abstrakten Definition wollen wir etwas Intuition gewinnen. Denken wir
uns den Vektorraum V' = R3. Den Untervektorraum, der von einem Vektor @ aufgespannt
wird (d.h. die Gerade durch den Ursprung in Richtung @) nennen wir V. Wir kénnen
nun jeden Vektor auf diesen Unterraum projizieren,

@ Pyl := ——7, (4.80)

() 7= T _ (g (4.81)
v-v
PPy = P; ( — 2517) =02 Y = P, (4.82)
Vv VUV

Der Operator 1 — Py projiziert auf den Unterraum Vﬁl, d.h. den Raum, der von allen
Vektoren gebildet wird, die orthogonal zu ¥ sind (d.h. eine Ebene durch den Ursprung).
Wenn ¢ normiert ist, féillt der Normierungsfaktor in natiirlich weg. Wenn ¢ nor-
miert ist und ¥ = (v, ve, v3), so ist die Matrixdarstellung von Py gegeben durch

V1 ’U% V12 V1U3
2
P{; = () ('Ul V2 1)3) = VU1 (%) VU3 . (4.83)
V3 V3V1 V302 ’U%

Sei nun v ein normierter Vektor eines Hilbertraums . Dann ist

Py = [¢) (Y| (4.84)

5Dies folgt daraus, dass P selbstadjungiert ist, und somit die Eigenriume den gesamten Hilbertraum
aufspannen. Somit lisst sich 1) € H eindeutig zerlegen in 1) = ¢1 + 1o mit ¢; € Hs. Aus ¢ € Hi
folgt aber ¢ = 0.
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ein Projektor:

P = (o))" = [¥) (] = Py, (4.85)
P} = [¥) ()] = [)(®]. (4.86)
Offenbar projiziert er auf den durch ¢ aufgespannten Unterraum #,, := {A|A € C}.
Aufgabe 4.14. Seien v, ¢ normierte Vektoren eines Hilbertraums. Zeige, dass
P=P,+ Py (4.87)
genau dann ein Projektor ist, wenn (¥ |p) = 0 gilt. Auf welchen Unterraum projiziert P?

Analog zur Konstruktion des Projektors auf den eindimensionalen Unterraum H,, kann
man auch Projektoren auf beliebige Unterrdume konstruieren. Sei H’ ein Unterraum und
{e;} eine Basis von H'. Dann definiert

P i= 3 lea)(eil (4.88)

den Projektor auf H'. Man kann zeigen, dass diese Definition unabhingig von der Wahl
der Basis ist (analog zur Tatsache, dass der Einsoperator in jeder Basis die Form
hat).

Sei nun A ein selbstadjungierter Operator und H, die Eigenrdume zu den Eigenwerten
a. Dann hat A die Spektralzerlegung

A= > aPy,. (4.89)
a€X(A)

Mit Hilfe der Spektralzerlegung kénnen wir Funktionen von selbstadjungierten Opera-
toren definieren. Sei f : R — C. Dann definiert manlﬂ

fA) = > fla)Pyu,. (4.90)
a€X(A)
Sei z.B. f(z) = 1. Dann gilt
f(A)= > Py, =1, (4.91)
a€X(A)

wobei wir verwendet haben, dass die Unterrdume H, ganz H aufspannen.

Aufgabe 4.15. Seien f,g: R — C Funktionen. Zeige, dass gilt
f(A)g(A) = (f9)(A), (4.92)

F(A)" = f(A). (4.93)

Hierbei ist (fg)(z) = f(z)g(x) und f(x) = f(x). Hinweis: Verwende die Spektralzer-
legung und die Tatsache, dass die Unterrdume zu verschiedenen Eigenwerten ai; # ao
orthogonal sind, so dass gilt

Py, Py,, =0. (4.94)

SWir vernachlissigen wiederum mathematische Subtilitéten falls A oder f unbeschrankt sind.
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Aufgabe 4.16. Sei A ein selbstadjungierter Operator. Zeige, dass A ein Projektor ist,
wenn A nur die Eigenwerte 0 und 1 hat.

Aufgabe 4.17. Bestimme die Projektoren Py, fir die Eigenrdume der in (4.74) gege-
benen Operatoren o;. Beachte dabei, dass fiir einen normierten Vektor 1 = (¢1,ca,...) €
C"™, der entsprechende Projektor durch die Matrix

Pw = 0'2 (51 co .. ) (495)

gegeben ist. Uberpriife die Gleichung ([4.89) fir A = oy, i =1,2,3.
Wir koénnen nun beschreiben, was bei einer Messung geschieht:

Postulat 3. Bei der Messung einer Observablen A, die durch einen Operator A darge-
stellt ist, beschreibt die Menge E(fl) der Figenwerte von A die mdaglichen Ergebnisse der
Messung. Die Wahrscheinlichkeit im Zustand 1, einen bestimmten Wert a zu messen,
st gegeben durch

Pa) = (| P, ). (4.96)

Wird a gemessen, befindet sich das System danach im Zustand

| Py, 00|~ Pry, . (4.97)

Sei {el} eine Basis von H,. Dann lédsst sich die Wahrscheinlichkeit (4.96|) schreiben
als
P(a) = (| Py, vy = > _(dlef)(ef]e) = Z\ ef|y)[? (4.98)
i
Dieses Postulat ist kompatibel mit Postulat (2} ' Gegeben die Wahrscheinlichkeiten P(a)
ergibt sich der Erwartungswert als

(A)= Y aPa)= Y a(|Py, ) = (Y|Ay), (4.99)

acs(A) aex(A)
wobei wir im letzten Schritt die Spektralzerlegung (4.89)) verwendet haben.

Aufgabe 4.18. Wir betrachten ein System, dass durch den Hilbertraum H = C? be-
schrieben wird. Wir messen die Observable, die durch os, siehe beschrieben wird,
und messen den Wert 1. In welchem Zustand befindet sich unser System nun? Nun mes-
sen wir die Observable, die durch o1 beschrieben wird. Wie grofi sind die Wahrschein-
lichkeiten, die Werte +1 zu messen? Angenommen, wir messen den Wert 1. In welchem
Zustand befindet sich unser System nun? Schliefilich messen wir noch einmal die Ob-
servable, die durch os beschrieben wird. Wie groff ist die Wahrscheinlichkeit, wieder den
Wert 1 zu messen?
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Die Annahme, dass sich durch die Messung der Zustand verindert, nennt man die
Reduktion des Zustands. Sie bildet die experimentelle Tatsache ab, dass bei einer zweiten
Messung am selben System derselbe Wert gemessen wird. Durch die Reduktion kann man
durch Messung von Observablen einen Zustand praparieren indem man die Systeme, bei
denen andere als der gewiinschte Wert gemessen wird, verwirft. Dieses Vorgehen ist
jedoch problematisch, wenn der entsprechende Eigenwert a entartet ist, da der Zustand
nach der Messung dann nicht eindeutig bestimmt ist. Wir brauchen dann noch eine
weitere Observable, um die Vektoren in H, zu unterscheiden. Das fithrt zum Konzept
von vollstindigenen Sddtzen kommutierender Observablen.

4.2.4. Vollstandige Satze kommutierender Observablen und reine Zustdnde

Seien nun A, B zwei selbstadjungierte Operatoren. Wir wollen uns nun fragen, ob es
eine Basis {e;} von gemeinsamen Eigenvektoren gibt, d.h.

Aei = a;€;, Bei = biei. (4.100)
Wenn es eine solche Basis gibt, haben A und B in dieser Basis Diagonalform,

aq 0 b1 0
A= |0 a , B=[0 b : (4.101)

Insbesondere kommutieren A und B, d.h.
[A,B] :== AB— BA=0. (4.102)

Es gilt aber auch die Umkehrung: Wenn A, B kommutieren, d.h. erfiillen, gibt es
eine Basis von gemeinsamen Eigenvektoren konstruieren. Denn sei a ein Eigenwert von
A. Es gilt dann

BH, C Hg. (4.103)

Denn sei ¢ € ‘H,. Dann gilt
ABvY = BAY = aBv, (4.104)

und somit By € H,. Wir konnen also B einschrinken auf #, und den Operator
B|y, diagonalisieren, d.h. eine Basis {ef}icr, von H,, bestehend aus Eigenvektoren
zu B, angeben. Wenn wir das fiir alle a € ¥(A) machen, erhalten wir eine Basis
{ef|a € X(A),i e I,} von gemeinsamen Eigenvektoren. Somit haben wir gezeigt: Es
gibt genau dann eine Basis von gemeinsamen Eigenvektoren zu A, B, wenn gilt.
Die Existenz einer Basis von gemeinsamen FEigenvektoren kann fiir die Losung von
Eigenwert-Gleichungen hilfreich sein. Zum Beispiel haben wir in Abschnitt bei der
Losung der zeitunabhéngigen Schrodingergleichung ausgenutzt, dass [H, II] = 0. Daraus
folgt, dass die Eigenrdume Hg zu gegebenem Eigenwert F zerfallen in Eigenrdume von

II, d.h.
Hi =HE oMy, (4.105)
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wobei HE Eigenrdume zu Il mit Eigenwert £1, d.h. symmetrische oder antisymmetrische
Wellenfunktionen sind. Somit kann man sich bei der Suche nach Eigenvektoren von H
auf symmetrische und antisymmetrische Wellenfunktionen einschrianken.

Eine wichtige Rolle spielen nun vollstindige Sitze kommutierender Observablen (vSKO).
Dieses sind Mengen {A;} von selbstadjungierten Operatoren, die paarweise kommutie-
ren,

[A;, Aj] =0 Vi, j, (4.106)
mit einer Basis {e,} von gemeinsamen Eigenvektoren,
Asen = ainen, (4.107)

in der jeder Eigenvektor e, eindeutig durch seine Eigenwerte {a1,,agn, ...} bestimmt
ist (d.h. es gibt keine zwei Vektoren e, €,,, m # n mit denselben Eigenwerten).

Postulat 4. Ein reiner Zustand wird prdpariert durch Messung von Observablen O1, . .. Oy,
die einen wvollstindigen Satz kommutierender Observablen bilden, und dem Verwerfen
aller Systeme, bei denen die Messergebnisse o1, .. .0, nicht mit den gewiinschten tber-
einstimmen.

Aufgabe 4.19. Berechne die Kommutatoren
(o1, 02], (o2, 03], 05, 01] (4.108)
der in (4.74) definierten Operatoren.
Aufgabe 4.20. Auf H = C3 seien die Operatoren
10 0 2 00 0
A=(0 1 0], B=1|0 0 1], C=1i
00 —1 010 0

—1

(4.109)

= o O

0
0

gegeben. Uberpriife, dass es sich um selbstadjungierte Operatoren handelt. Bestimme
Figenwerte und Basen von Eigenvektoren. Berechne die Kommutatoren [A, B|, [B,C],
[C, A]. Welche Teilmengen von {A, B,C} bilden ein vollstindiges System kommutieren-
der Operatoren? Gebe jeweils eine Basis von gemeinsamen FEigenvektoren an.

4.2.5. Uneigentliche Eigenvektoren

Die Tatsache, dass wir es i.A. mit Operatoren auf einem unendlich-dimensionalen Hilbert-
raum zu tun haben, fithrt zu mathematischen Komplikationen. Betrachten wir als Bei-
spiel die Eigenvektoren ¢, des Impulsoperators P, d.h.

— ihe), = poy. (4.110)

Dies wird gelost durch _
dplx) = ehP?, (4.111)
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Diese Funktionen sind nicht quadratintegral, und liegen somit nicht im Hilbertraum
L?(R). Fiir p € R sind die Funktionen zumindest beschrinkt, wihrend sie fiir Sp # 0
entweder fiir + — +oo oder fiir x+ — —oo divergieren. Fiir p € R spricht man von
uneigentlichen Figenvektoren von P. Die entsprechenden Eigenwerte bilden stets ein
Kontinuum, in diesem Fall die reelle Achse R. Man spricht auch vom kontinuierlichen
Teil des Spektrums.

Da uneigentliche Eigenvektoren nicht im Hilbertraum liegen, kénnen Sie auch keine
Ortonormalitétsrelation der Form erfiillen. Stattdessen fordert man

(@alor) = d(A = X). (4.112)

Hierbei ist § die Dirac § Distribution, definiert durch Integration mit einer glatten Test-
funktion f:

/f(x)é(a:)d:c = f(0). (4.113)

Somit ist (4.112]) eigentlich zu verstehen als

{ / FN)$rdA / g\ )prdN) = / FO)GN IS — NYdAdN

_ / FOVg(N)dA. (4.114)

Dies kann als Verallgemeinerung des Ausdrucks (4.22)) fiir das Skalarprodukt, ausge-
driickt durch die Koeffizienten einer Basisentwicklung, verstanden werden.
Die ebenen Wellen 1

_eike (4.115)
(2m)2

or(x) =

sind die Eigenvektoren zu —id, = h~1P. Nach dem Satz von Plancherel,

/ () p(a)dz = / D(k)d(k)dk, (4.116)
ilt (EITI):

/ DRYB(K ) el bur )kl = (] 6) = / () (z)dx = / DR (4117)

Die erste Gleichung erhilt man dabei einfach durch Einsetzen der Darstellung von 1, ¢
durch die Fourier-Transformierte:

— [omon@ar, v = [ ko (4.118)

Als ein weiteres Beispiel fiir uneigentliche Eigenvektoren betrachten wir den Ortsope-
rator X. Wir suchen also nach Losungen der Gleichung

(Xhn) () = 2pa(z) = Ay (). (4.119)
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Zur Losung dieser Gleichung nehmen wir an, dass ¥ (z) # 0 fiir ein « # A. Offensichtlich
ist die Gleichung dann nicht erfiillt. Es muss also gelten

Px(x) =0 Vo # A (4.120)

Fiir ¢x(A) konnen wir allerdings nicht einfach einen endlichen Wert wéhlen, da sonst die
Normierung (4.114]) nicht erfiillt ist. Die korrekt normierten uneigentlichen Eigenvekto-
ren sind gerade die § Distributionen:

oa(z) = d(z — N). (4.121)

Die Giiltigkeit von (4.112)) lisst sich leicht {iberpriifen:

(]} = / 5z — No(z — N)dz = / Sy + A= N)o(y)dy = 6(A— X).  (4.122)

Im Fall von uneigentlichen Eigenvektoren lassen sich keine Projektoren auf die Ei-
genrdume definieren. Fiir ein Intervall ist dies jedoch moglich. Betrachten wir als Bei-
spiel den Ortsoperator X und ein Intervall I C R. Der Projektor auf dieses Intervall ist
gegeben durch
Y(z) zel,

(4.123)
0 sonst.

(Pry)(z) = {

Aufgabe 4.21. Zeige, dass P; auf H = L*(R) einen Projektor definiert.

Fiir eine stiickweise konstante Funktion f : R — R, definiert iiber Werte f; auf Inter-
vallen [; mit I; N I; =0, U;I; = R, lésst sich f(X) definieren als

f(X)=>_ fiPr, (4.124)

analog zu . Der Ubergang zu allgemeinen Funktionen f geschieht dann wie beim
Riemann-Integral, d.h. durch immer feinere Unterteilung von R in Intervalle, auf denen
f als konstant betrachtet wird. So erhilt man die Spektraldarstellung fiir Operatoren
mit kontinuierlichem Spektrum. Explizit findet man

(f (X)) (x) = f(2)y(x). (4.125)

Funktionen des Impulsoperators schreibt man hingegen am einfachsten im Impulsraum:

—_——

(f(PYY)(k) = f(hk)i (k). (4.126)

Bei der Diskussion des Messprozesses muss nun in Betracht gezogen werden, dass
MefBgerite nur eine endliche Genauigkeit haben. Bei der Ortsmessung wiirde man z.B.
nach der Wahrscheinlichkeit fragen, dass Teilchen im Intervall [z,x + Azx] zu finden.
Diese ist dann durch P([z,x + Ax]) = (Y|P 24-a2)%) gegeben.
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4.2.6. Unitdre Operatoren und die Zeitentwicklung

Ein Operator U heifit unitdr, wenn er das Skalarprodukt invariant lasst, d.h. |Z|
({U|U¢) = (¢|d) = (U™|U¢) Vi, ¢. (4.127)
Dies ist genau dann der Fall, wenn
U'U=1=UU" (4.128)

gilt.
Unitére Operatoren vollziehen einen Basiswechsel: Sei {e;} eine Basis. Dann ist auch
{fi = Ue;} eine Basis. Denn es gilt ja

(filf;) = (Uei|Ue;j) = (eilej) = bij, (4.129)

so dass (4.13)) erfiillt ist. Auch die Vollstandigkeit ist gegeben: Nehme an, es gibt ein
1 # 0 fiir das

(filv)=0 Vi (4.130)
Dann gilt auch
(ei|U*p) =0 Vi (4.131)
Aber U*y # 0, da
[T 9? = (U*p|U*) = (bl) =[] # 0. (4.132)

Nach Voraussetzung ist aber {e;} eine Basis, so dass (4.131)) nicht sein kann.
Umgekehrt lidsst sich jeder Basiswechsel durch einen unitiren Operator darstellen:
Seien {e;} und {f;} zwei Basen. Der Operator

U:=>_|fi)e] (4.133)
i
vollzieht offenbar den Basiswechsel (d.h. er bildet e; auf f; ab) und ist unitér:

uu* = Z | fi)(eile) (fi] = Z5ij|fz‘><fj| = Z |fi)(fil = 1. (4.134)

Analog beweist man U*U = 1.

Wir wollen noch einige Beispiele fiir unitdre Operatoren angeben. Betrachten wir
zunéichst ‘H = C". Unitédre Operatoren sind nun unitdre Matrizen, d.h. die Spalten-
und die Zeilenvektoren bilden ein Orthonormalsystem. Die erste Aussage folgt aus der
ersten Gleichung in (4.128)): Seien u;; die Matrixelemente, d.h. {u;;}; ist die jte Spalte.
Die erste Gleichung in @ besagt nun

0ij = Z U Upj = Zﬁkiukj, (4.135)
k k

"Fiir endlich-dimensionale Hilbertraume geniigt eine der beiden Gleichungen. Im unendlich-
dimensionalen Fall muss man beides fordern.
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wobei u;; die Matrixelemente von U* sind. Analog geht man fiir die Zeilenvektoren vor.
Betrachten wir nun den Hilbertraum L?(R) der quadratintegrablen Wellenfunktionen.
Wir definieren folgende Operatoren:

(Tuy))(2) =Y (z —a), (4.136)
(Myy)) () = e"y(x), (4.137)
(IY)(z) := ¢(—=). (4.138)

Aufgabe 4.22. Interpretiere diese Operatoren. Bestimme jeweils das Adjungierte und
tberpriife, dass es sich um unitdre Operatoren handelt. Welcher dieser Operatoren ist
auch selbstadjungiert? Berechne

(X, T.), [X,M), [P, T., [P,M,) (4.139)
Was folgt daraus fir Erwartungswerte von X und P in den Zustinden Tt und My ?
Zeige auferdem, dass R R R R
XII = -11X, PII = —IIP (4.140)
gilt.
Viele relevante unitédre Operatoren ergeben sich durch Exponenzierung von selbstad-
jungierten. Sei A ein selbstadjungierter Operator. Wir definieren

U; := et (4.141)
durch mit f(z) = e*. Aus (£.92)) und ([4.93) folgt offenbar
UUpy = el = Uty (4.142)
Uf =e M =U_,. (4.143)
Insbesondere folgt daraus, dass U; unitér ist:
UU =UU_y = Uy = 1. (4.144)

Ein Beispiel fiir einen Operator dieser Art ist Mp, siehe (4.137)), mit der Identifizierung
A = X, t = b. Ein weiteres Beispiel ist der Zeitentwicklungsoperator

U, = e#m, (4.145)
mit H dem Hamiltonoperator. Definieren wir ndmlich
() = Usto, (4.146)
so 16st 1 (t) die Schrodingergleichung:
1 . 15 N
ihopp(t) = ih%He%hH wo = H(t). (4.147)

Postulat 5. Die Zeitentwicklung eines Zustandsvektors 1y zur Zeit t = 0 ist gege-
ben durch 1 (t) = U(t)yo. Hierbei ist U(t) der Zeitentwicklungsoperator beziiglich eines
selbstadjungierten Operators H, des Hamiltonoperators.

Aufgabe 4.23. Bestimmen Sie €'k, k =1,2,3, mit den in (4.74) gegebenen Matrizen

or. Tipp: Verwenden Sie die Darstellung (4.90) und die in Aufgabe bestimmten
Projektoren auf die Eigenrdume von oy.
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4.3. Kommutatoren, Quantisierung und die Unscharferelation

In Abschnitt hatten wir bereits gesehen, dass Kommutatoren
[A,B] == AB— BA (4.148)

von Operatoren eine wichtige Rolle spielen.
Zunéchst wollen wir einige allgemeine Eigenschaften von Kommutatoren besprechen.
Es gilt

[A, B] = —[B, 4] Antisymmetrie, (4.149)
[aA + bB,C] = alA,C] + b[B,C] Linearitdat, (4.150)
[AB,C] = A[B, Cl+1A,C|B Leibniz-Regel, (4.151)
[A,[B,C]]| + [B,[C,A]] + [C,[A, B]] = Jacobi-Identitdt. (4.152)
Die Antisymmetrie sollte klar sein. Zum Beweis der Linearitit berechnen wir
[aA+bB,C] = (aA+bB)C — C(aA + bB)
=a(AC — CA)+b(BC —CB)
=a[A,C| + b[B,C]. (4.153)
Die Leibniz-Regel folgt aus
[AB,C] = ABC — CAB
= ABC — ACB+ ACB - CAB
= A[B,C] + [A,C]B. (4.154)
Hierbei haben wir im zweiten Schritt 0 = —AC'B + AC'B addiert.
Aufgabe 4.24. Beweisen Sie die Jacobi-Identitdt.
Eine weitere wichtige Eigenschaft des Kommutators ist:
A*=A,B*=B = (i[A,B])" =i[A, B]. (4.155)
Zum Beweis berechnen wir
(i[A,B])" = —i (AB — BA)* = —i(BA — AB) = i[A, B]. (4.156)

Die wohl bekannteste Kommutatorrelation ist die zwischen Ort- und Impuls-Operator.
Wir berechnen:

(X, Pjlop) (&) = (X; Pﬂb)( ) — (P Xi)(%)
wi(Pj) (&) + ihd; (X)) ()
= —ihx;0;¢(F) + ih0;(ziy (7))
= —ihx;0;(Z) + k(849 (L) + ©:0;3(F))
= ihd;1(T). (4.157)
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Somit gilt

[X;, P;] = ihdy;. (4.158)

Analog berechnet man
X, X;] =0, (4.159)
[P, Pj] = 0. (4.160)

Man spricht von den kanonischen Vertauschungsrelationen. Diese sind analog zur Poisson-
Klammer der klassischen Physik:

{zi,pj} = dij, (4.161)
{xi, JIj} = 0, (4.162)
{pi,pj} =0. (4.163)

Hier ist die Poisson-Klammer von zwei Funktionen f, g auf dem Phasenraum gegeben
durch
{f g} = Z(axzfazg_apzfa .9) 5 (4.164)
7
wobei p; jeweils der zu x; kanonisch konjugierte Impuls ist.
Wir kénnen nun eine Verallgemeinerung des Ehrenfestschen Theorems beweisen. Wir
betrachten die Zeitentwicklung des Erwartungswerts einer Observablen O:

Auo(]0B(1)) = <ZhH¢<t>|O¢< >> (@(1)|OfHo(1)
= i (46@IAOH(D) ~ (61| OT (1))
= Mo, ]<>>. (4.165)

Dies ist die Verallgemeinerung der Relation
O f = —{H, f} (4.166)

aus der Hamiltonschen Mechanik. Insbesondere sehen wir, dass der Erwartungswert von
O konstant ist, wenn O mit dem Hamiltonoperator H kommutiert. Auch die Umkehrung
gilt: Wenn der Erwartungswert von O in jedem Zustand konstant ist, so gilt [ﬁ , O] = 0.
Dies folgt daraus, dass z[ﬁ , O] selbstadjungiert ist, siehe , und dass ein selbstad-
jungierter Operator, dessen Erwartungswerte alle 0 sind, der Nulloperator sein muss (da
er nur Null als Eigenwert hat).

Aufgabe 4.25. Zeige, dass die beiden Gleichungen (2.126|) und (2.127)) Spezialfille von
(4.165)) sind.

Der Zusammenhang von klassischen Observablen (Funktionen auf dem Phasenraum)
und quantenmechanischen Observablen (Operatoren auf einem Hilbertraum) motiviert
folgende Definition von Quantisierung: Sei 3 ein Phasenraum mit Poisson-Klammer
{:,-} und C(X) eine Menge von Funktionen auf dem Phasenraum (z.B. die stetigen
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Funktionen). Eine Quantisierung dieses Systems ist ein Hilbertraum A und eine lineare
Abbildung A — A, die reellen Elementen A € C'(X) selbstadjungierte Operatoren A auf
dem Hilbertraum zuordnet. Diese Zuordnung soll

AB=C <= AB=C+ O(h), (4.167)
{A,B}=C < L[A,B]=C+0O(h) (4.168)

erfiillen. Wir miissen hier im allgemeinen Korrekturterme der Ordnung / zulassen. Die
Notwendigkeit des Korrekturterms in ist eine Folge der Bedingung : Seien
A, B Kklassische Observablen, deren Poisson-Klammer {A, B} = C nicht verschwindet,
z.B. X und P. Wenn wir in keine Terme der Ordnung A zulassen wiirden, ergéibe
sich

AB=BA=D — AB =D = BA, (4.169)

und somit

[A, B] =0, (4.170)

im Widerspruch zu . Dass auch in ein Korrekturterm zugelassen werden
muss, ist eine Folgerung aus dem Groenewold-van Hove-Theorem. Insbesondere folgt
daraus, dass die Quantisierung nicht eindeutig ist. Man kann eine Quantisierungsvor-
schrift immer in der Ordnung A variieren: Ist A — A eine Quantisierung, dann ist auch
A A:= A+hA eine. Allerdings versucht man i.A. fiir die einfachsten relevanten Ope-
ratoren ohne den Korrekturterm in auszukommen. Fiir die in dieser Vorlesung
behandelten Observablen ist dies moglich.

Als Beispiel betrachte den Phasenraum ¥ = R? eines Teilchens in einer Dimension
und C(X) die Menge der Polynome in den kanonischen Variablen X, P. Da die entspre-
chenden quantenmechanischen Operatoren X , P nicht kommutieren, miissen wir bei der
Quantisierung eine Ordnungsvorschrift angeben. Zum Beispiel wire eine Moglichkeit

Xmpn =1 (Xmﬁ” + 157")2”> , (4.171)

mit den bereits eingefithrten Orts- und Impulsoperatoren X, P. Wir miissen hier sym-
metrisieren, um einen selbstadjungierten Operator zu erhalten. Eine andere Moglichkeit
wére eine komplette Symmetrisierung, d.h.

Xxmpn .— (min), (...), (4.172)

wobel hier iiber alle Permutationen der m + n Elemente summiert wird.

Aufgabe 4.26. Bestimme )7273 und )/(573 und zeige, dass sich diese um Terme der
Ordnung h unterscheiden.

Eine andere wichtige Anwendung von Kommutatoren ist die Unschérferelation. Fiir
selbstadjungierte Operatoren A, B gilt

AGA% > L(g]i[A, Blg)], (4.173)
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wobei Aﬁ die Standardabweichung der Observable A im Zustand ¢ ist:

(8%)° = (614%) - (6140, (4.174)

Ein Spezialfall ist offenbar die Heisenberg’sche Unschérferelation . Zum Beweis
von konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass die Erwartungswerte von A und B
im Zustand ¢ verschwinden (andernfalls konnen wir A und B einfach ersetzen durch
A — (¢|A¢)1 und B — (¢|B¢)1, wobei sich die Varianzen nicht &ndern). Dann gilt

(852%)° = (6l4%0)(61B%)
= || A¢|*| B|*
> |(A¢|Bg)[*
= (A¢|Bo)(Bg|Ag)
= (¢|AB¢){(¢|BAg). (4.175)

Hierbei haben wir ausgenutzt, dass A, B selbstadjungiert sind, und die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung (4.9) verwendet. Nun gilt

AB = A, B} + 1[4, B), BA=1{A,B} - 1A, B], (4.176)
wobei der Antikommutator
{A,B}:= AB + BA (4.177)

verwendet wurde. Somit erhalten wir

— 1 ((8H{A, B}$)? + (4lilA, B]¢)?). (4.178)

Wir hatten in (4.155) gesehen, dass i[A, B] selbstadjungiert ist. Gleiches gilt fiir { A, B}.
Somit sind die beiden Erwartungswerte auf der rechten Seite reell und ihre Quadrate
positiv. Somit gilt

2
(a%4%)" = 41(lil4. Blo)P, (4.179)
und damit auch (4.173)).
Aufgabe 4.27. Berechne die Standardabweichungen A?l, A?Z fiir die beiden Operato-
ren o1, oo aus (4.74) im Zustand ¢ = <1

0
ilo1,09] in diesem Zustand und vergleiche mit (4.173) (der Kommutator wurde bereits

in Aufgabe berechnet).

. Berechne auch den Erwartungswert von
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5. Der harmonische Oszillator

Bereits in der klassischen Physik ist der harmonische Oszillator ein sehr wichtiges System,
da ein Potenzial V' in der Umgebung eines generischen Minimums g in erster Naherung
die Form %(m — x0)? hat. Somit kann man den harmonischen Oszillator auffassen
als eine Naherung fiir kleine Auslenkungen aus dem Minimum. Beim quantenmechani-
schen harmonischen Oszillator kommt hinzu, dass er eines der wenigen Beispiele ist, die
sich exakt 16sen lassen. Die dabei verwendeten Methoden sind auch fiir die Behandlung

anderer Probleme hilfreich.

5.1. Der eindimensionale harmonische Oszillator

Der klassische harmonische Oszillator in einer Dimension ist gegeben durch ein Teilchen
der Masse m im Potenzial
V(z) = ka2 (5.1)

i = —wir, (5.2)

mit
w=+/k/m. (5.3)

Die allgemeine Lésung dieser Bewegungsgleichung ist gegeben durch
z(t) = Acos(wt + ¢). (5.4)

Zur Betrachtung des quantenmechanischen harmonischen Oszillators setzen wir ([5.1))

in die zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung ein:
Box) = /() + Eao(a) (55)
x)=——¢" () + -x°¢p(x). .
2m 2

Da das Potential fiir || — oo unbeschrénkt wichst, konnen wir nur gebundene Zusténde
erwarten. Die Frage ist also, fiir welche Energien F eine quadratintegrable Losung dieser
Differenzialgleichung existiert.

Es stellt sich heraus, dass es hilfreich ist, zunéchst nicht {iber Wellenfunktionen ¢
nachzudenken, sondern obige Gleichung als

E¢ =

1 . k-
= —P’p+-X? .
5 ¢+2 10} (5.6)
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zu schreiben. Wir fithren Operatoren

1 1 1 . 1 1 1 4
a=——=|(mk)iX +1 P, a*=—=|(mk)i1X —i P (5.7)
V2h ( (k)3 ) 2h ( (mk)
ein. Wir berechnen
1 1 - A N 5o 1 1 . .
afa = — | —=P?> + VmkX? - iPX + z’XP) = — <P2 +VmkX? — h> ,
2h <\/mk 2h \ \/mk
(5.8)
aa* = = (1152 T VmkX? 4+ iPX - XP> _ L (1132 T VmEX? + h) |
28 \ \/mk 2h vVmk
(5.9)
Insbesondere gilt
la,a”] =1, (5.10)
und die zeitunabhéngige Schrodingergleichung ldsst sich schreiben als
Bo=tw(a'a+ )6 =hw (N +1)o, (5.11)
mit A
N :=a"a. (5.12)
Dieser Operator ist selbstadjungiert:
N* = (a*a)" = a*a** = a*a = N. (5.13)

Offensichtlich entsprechen Eigenvektoren ¢, von N mit Eigenwert n gerade Losungen
von ([5.11)) mit Energie £ = hw(n + %) Umgekehrt entspricht jede Losung ¢ von ((5.11))

einem Eigenvektor von N mit Eigenwert % — % Es geniigt also, sich auf die Eigenwerte

und Vektoren von N zu konzentrieren.

Aus (5.10) folgt
[N,a] = a*[a,d] + [a*, ala = —a, (5.14)
[N,a*] = a*[a,a’] + [a*, a*]a = a*. (5.15)

Sei nun ¢,, ein Eigenvektor von N mit Eigenwert n. Wir untersuchen nun, ob auch ag,,
ein Eigenvektor ist:

Nagy, = aNe + [N, a]pn
= ang, — apn
= (n—1)agn. (5.16)

Somit ist a¢y, ein Eigenvektor von N mit Eigenwert n — 1. Analog berechnet man

Na*¢n = (n+1)a*¢n. (5.17)
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Deshalb nennt man a und a* Leiteroperatoren oder auch a den Absteige- und a* den Auf-
stez'geopemtor Den Operator N nennt man den Besetzungszahloperator. Insbesondere
vermindert a die Energie um Aw, wihrend a* sie um Aw erhoht.

Fiir die weitere Diskussion ist es hilfreich, die Norm von a¢,, und a*¢,, zu bestimmen,
unter der Annahme, dass ¢, normiert ist. Wir erhalten

”a¢n‘|2 = (apnlagn) = (pnla*ad,) = <¢H‘N¢n> =n, (5.18)
la*@nll” = (a*nla*dn) = ($nlaa”dn) = ($nl(N + 1)¢p) = n + 1. (5.19)

Aus konnen wir direkt folgern, dass die Eigenwerte n nicht-negativ sind, da
lagn||” > 0. Wir haben aber bereits geschen, dass man durch Anwendung von a den
Eigenwert von N um 1 vermindert. Somit kénnte man beliebig negative Eigenwerte er-
halten, es sei denn, es gibt ein ¢, so dass a¢, = 0 gilt. Wiederum aus folgt aber,
dass dies nur fiir n = 0 gelten kann. Daraus folgt, dass die Eigenwerte in Ny liegen. Es
gilt allerdings keine obere Schranke, da a*¢, = 0 fiir n € Ny nicht moglich ist, siehe
. Folglich ist Ny die Menge der Eigenwerte von N.

Man kann auch zeigen, dass die Eigenwerte nicht entartet sind. Angenommen, der
Eigenwert n > 0 wire entartet, d.h. es gébe ¢, qgn mit

Ny = nén, N = nop, (fn|dn) = 0. (5.20)

Dann gilt = .
0= (Ppn|Non) = (adp|apy). (5.21)

Somit sind a¢, und agz;n orthogonale Eigenvektoren zu Eigenwert n — 1. Wenn wir dies

fortsetzen, finden wir zwei orthogonale Eigenvektoren ¢g, ¢o zu Eigenwert 0. Diese kann
es aber nicht geben: Die Eigenwertgleichung
1

0= agy = N (Mmo(x) + h¢g(x)> (5.22)

ist eine Differenzialgleichung der Ordnung 1, welche nur eine linear unabhéngige Losung

hat. Somit sind die Eigenwerte nicht entartet. Wir kénnen die Losung auch direkt ange-
ben,

1

_ (mk)s

(wh)

wobei wir bereits die Normierung beriicksichtigt haben.
Nachdem wir ¢g definiert haben kénnen wir alle anderen ¢,, durch Anwendung von
a* definieren. Nach (5.19) konnen wir ein normiertes ¢, rekursiv definieren als

_ Vmk $2
e "2n

(5.23)

On = \}ﬁa*gf)n_l. (5.24)

! Auch die Bezeichnung Vernichtungs- und Erzeugungsoperator ist gebriuchlich.
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Dadurch haben wir die unbestimmte Phase in der Definition von ¢, fixiert. Insbesondere
gilt

apn = Vnpn_1, (5.25)
1 *N
an = ﬁa (ZS(). (526)
Somit kénnen wir durch mehrfache Anwendung des Operator a* auf die Wellenfunktion
(5.23]) die normierte Wellenfunktion ¢,, erhalten. Dies wollen wir fiir die ersten beiden
angeregten Zustinde durchfithren. Der Einfachheit halber wihlen wir die Einheiten so,
dass A =1 und mk = 1. Dann berechnen wir

$1(z) = a”¢o(x)

1.
\ﬁ(X —iP)po(z)
1

1
T4
Vowe T, (5.27)

=1+ (227 —1)e 7. (5.28)

On(@) = 11— Holz)e™ T (5.29)
minl222
mit den Hermite-Polynomen
Hy(z)=e2(z—0;)"e 2. (5.30)

Aufgabe 5.1. Zeige durch explizite Berechnung von

/qgm(:c)gbn(x)dx, (5.31)

dass ¢g, ¢1, ¢2 paarweise orthogonal sind.

Schliefllich wollen wir die Erwartungswerte und Varianzen von X und P bestimmen.
Es gilt

[N
—~
2y
~
IS
*

hz il

X = (a* +a),
22 (mk)1

~
Il

a* —a). (5.32)

[\]
[NIES
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Abbildung 5.1.: Die Eigenfunktionen ¢g (blau), ¢; (violett) und ¢2 (gelb) des harmoni-
schen Oszillators.

Somit berechnen wir

($nl X 6n) = 2(7;%) ({énla* 6} + ($nlada))
= 2(7;@ (VAT T{gnlnr1) + vialduldo-)
=0, (5.33)
(S| X2 = g nfk)é (Snl(a*a* + a*a + aa® + aa)en)
- nfk); ({aduladn) + (a*dula*6n)
_ Q(T:k)é (2n+1). (5.34)

Hierbei haben wir im letzten Schritt (5.18)) und (5.19)) verwendet.

Aufgabe 5.2. BgrechneAdie Erwartungswerte von P und P? im Zustand ¢n. Bestimme
die Varianz von X und P und vergleiche mit der Unschdrferelation.

Wir haben also gelernt, dass es zu jedem n € Ny genau einen Eigenvektor ¢, von N
gibt. Somit gilt fiir die Energieniveaus

E,=hw(n+3), neN,. (5.35)
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Die Energie des Grundzustandes, %hw, nennt man die Nullpunktsenergie. Bei ihrer In-
terpretation ist jedoch Vorsicht geboten, da wir nur Energiedifferenzen messen kénnenﬂ
siehe zum Beispiel Aufgabe [2.17] Betrachten wir kurz die Zeitentwicklung einer Super-
position von Eigenvektoren. Zur Zeit t = 0 sei

$(0) = cn(0) . (5.36)

Es gilt
en(t) = ca(0)e™ Y, (5.37)
und somit )
B(t) = e 29N e, (0)e ™ gy, (5.38)
Daraus folgt
o(t + 21 /w) = —(t). (5.39)

Bis auf einen irrelevanten Vorzeichenwechsel hat also jedes ¢ eine Periode T' = 207” Dies
entspricht exakt dem vom klassischen harmonischen Oszillator bekannten Verhalten.

5.2. Kohdrente Zustande

Vom klassischen harmonischen Oszillator kennt man die Losungen der Bewegungsglei-
chungen

x(t) = Acos(wt — 6), p(t) = —mwAsin(wt — 0). (5.40)

Den Grundzustand ¢g kann man sich vorstellen als das quantenmechanische Analogon
zum klassischen Grundzustand mit A = 0. Aber gibt es auch quantenmechanische Analo-
ga zu den klassichen Losungen mit A # 07 Die angeregten Zusténde ¢, kommen offenbar
nicht in Betracht, da ihr Ortserwartungswert konstant 0 ist. Es gibt allerdings Super-
positionen, die sich wie die klassischen Losungen verhalten. Dies sind die kohdrenten
Zustinde.

Sei a € C eine komplexe Zahl. Wir betrachten den Zustand

_lal? o
Yo =€ 2 e ¢y

—e 2 7¢n- (5.41)

2Die einzige physikalische Theorie, in der der absolute Wert der Energie eine Rolle spielt, ist die Gra-
vitionstheorie. Eine konsistente Quantentheorie, die die Gravitation umfasst, existiert jedoch trotz
jahrzehntelanger Bemiihungen noch nicht.
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Uberpriifen wir zunéchst die Normierung. Wir berechnen
2 —|e? = |042n
[thal? =71y — =1 (5.42)
n=0

Die kohérenten Zusténde sind Eigenzustdnde des Absteigeoperators:

a2 o A
ay =€ 2 E ——ady
vn!
n=0
o

B
- n=0 n! "
Ll N a”
= we 2 T;) 7/m¢n
= - (5.43)
Fiir den Erwartungswert von X berechnen wir somit

. h2 .
<¢a‘X¢a> = m<¢a’(a + a)%>
= (aalte) + Walatia))

Il
—~

— (@+a)

= o%Ra. (5.44)

Analog berechnet man
1
(ol Piba) = 9550, (5.45)

Aufgabe 5.3. Berechne die Varianz von X und P im kohdrenten Zustand Po. Tipp:
Verwende (5.10) zum Vertauschen von a und a* und (5.43]).

Aufgabe 5.4. Berechne den Erwartungswert und die Varianz von N im kohdrenten
Zustand 1.

Betrachten wir nun die Zeitentwicklung eines kohérenten Zustands. Sei v, der Zustand
zur Zeit t = 0. Dann gilt mit (5.38):

= eiéwtl/}a(t) (546)

73



mit
aft) = ae ™", (5.47)
Bis auf eine irrelevante Phase e‘ém bleibt ein kohédrenter Zustand somit unter der Zeit-

entwicklung kohérent, es dndert sich allerdings der Parameter «. Dieser rotiert in der
komplexen Ebene mit Kreisfrequenz w. Mit o = |a|e? finden wir somit

V2h

(W) X1(t) = Y | cos(wt — 6), (5.48)
W) PY(t)) = —vV2h(mk)1|a| sin(wt — 6). (5.49)
Mit
A= \/ﬁl |al (5.50)
(mk)i

entspricht dies genau der klassischen Losung (5.40)).
Man kann zeigen, dass die Wellenfunktion des kohédrenten Zustands 1., von einer
komplexen Phase abgesehen, gegeben ist durch

1
wa(x) — (mk)s 67@(x7A0059)2+i%Axsin9’ (551)

mit A und 6 wie oben. Diese Wellenfunktion hatten wir bereits in Abschnitt bespro-

chen, siehe ([2.56]).
Aufgabe 5.5. Zeige, dass (5.51)) mit a(t) = |ale™™*, d.h. § = —wt, die Gleichung

ey (@) + L2 Pan () — Eaa(n (2) = Ot () (5.52)

mit einer reellen Konstante C lost. Zeige, dass dies impliziert, dass e%Ctz/Ja(t) eine
Losung der zeitabhdngigen Schridingergleichung ist.

5.3. Der dreidimensionale harmonische Oszillator

Schliesslich wollen wir kurz auf den drei-dimensionalen Fall eingehen. Wir betrachten
das Potenzial

_ ks o Ry o k2 o
Der Hamiltonoperator spaltet sich also natiirlich auf in eine Summe
H=H,+H,+H, (5.54)
mit
5 h? k A h? k N h? k
H,=——0>+ 222 Hy=———0%+ 24 H,=——0>+ 222 (555
TR R VT T TR s Tl T (35Y)
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Fiir die Losungen der zeitunabhéingigen Schrodungergleichung machen wir den Separa-
tionsansatz

O(7) = fn, (2)Pn, (y)dn. (2)- (5.56)

Dies ist genau dann eine Losung der zeitunabhéngigen Schrodinger-Gleichung, wenn ¢, ,
¢n, und ¢, Losungen der zeitunabhingigen Schrédingergleichung in einer Dimension
mit Hamiltonoperator f[m, I:[y, I;TZ sind. Somit erhalten wir Eigenzustéinde ¢y, n, n.,
ng, Ny, N, € Ng mit Energie

Enymyiny = I (we(ng + 3) + wy(ng + 3) + w(n. + 3)) , (5.57)

wobei
we = \Vkz/m, wy = 4/ ky/m, wy = \/k/m. (5.58)

Im kugelsymmetrischen Fall
ky=ky=k, =k (5.59)

ergibt sich
Enz,ny,ny = hw (nx +ny +ny + %) . (560)

Somit sind alle Energieniveaus ausser des Grundzustands entartet. Das n#chsthohere
Energieniveau E = Shw ist dreifach entartet: (ng,ny,n.) € {(1,0,0),(0,1,0), (0,0,1)}.

Aufgabe 5.6. Bestimme die Entartung des Energieniveaus E = hw(n + %) Hinweis:
Man muss die Anzahl an Méglichkeiten bestimmen, ng,ny,n. € No so zu wihlen, dass
Ng + Ny +n, = n. Dazu betrachte man z.B. die Anzahl der unterscheidbaren Permuta-
tionen von n Kugeln und 2 Strichen (letztere teilen die n Kugeln in 3 Teilmengen auf,
die ng, ny und n, entsprechen).

5.4. Anwendungen des harmonischen Oszillators

Die Anwendungen des quantenmechanischen harmonischen Oszillators sind vielfiltig. Im
Folgenden sollen zur Illustration zwei Beispiele skizziert werden.

Betrachten wir zunéchst ein zweiatomiges Molekiil. Dabei wollen wir die Atome als
punktformig annehmen. Wir haben also insgesamt sechs Freiheitsgrade, je drei fiir die
Bewegung eines einzelnen Atoms. Diese kénnen wir aufspalten in drei Freiheitsgrade fiir
die Bewegung des Schwerpunkts, und drei fiir die Relativbewegung. Letztere kann man
verstehen als zwei Freiheitsgrade fiir die Rotation (senkrecht zur Verbindungsachse der
beiden Atome), und einen fiir die Schwingung, d.h. die Verlingerung und Verkiirzung
des Abstands r. Da die beiden Atome ein Molekiil bilden gibt es offenbar ein Potenzial
V(r) mit einem Minimum bei ro. Taylorentwicklung um ry und Vernachlédssigung der
Terme O((r — r9)3) liefert gerade den harmonischen Oszillator fiir die Relativbewegung
der beiden Atome. Sei x = r — rg. Dann lautet die Schrédingergleichung

. h? 11 V,/(TO)
@)+ (@), (5.61)
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wobei p die reduzierte Masse ist und wir die potenzielle Energie V() im Minimum auf
0 gesetzt haben. Die quantenmechanische Behandlung dieses Systems liefert gerade die
diskreten Energieniveaus, die um ganzzahlige Vielfache von AE = hy/V"(rg) /1 versetzt
liegen. Diese Energiedifferenzen kann man mit Hilfe der Raman-Spektroskopie messen.
Die minimale Anregungsenergie AF spielt auch in der Thermodynamik eine wichtige
Rolle. Wie wir sehen werden, gilt der Gleichverteilungssatz, d.h., bei einer Tempera-
tur 7' steckt in jedem Freiheitsgrad im Mittel die Energie (E) = $kT. Wenn jedoch
(F) < AE, so kénnen die Vibrationsfreiheitsgrade nicht angeregt werden. Die minimale
Anregungsenergie AE macht sich dann als Anderung der thermodynamischen Eigen-
schaften eines Gases, insbesondere der Warmekapazitét, bei T ~ %AE bemerkbar.

Im vorigen Beispiel lag das Interesse auf den Energieeigenzustéinden bzw. vor allem
auf den entsprechenden Eigenwerten. Wir wollen noch ein Beispiel fiir die Relevanz der
kohérenten Zusténde besprechen. Die Quantenoptik behandelt die Quantisierung des
elektromagnetischen Feldes, insbesondere in Kavitdten, d.h. Hohlrdumen mit verspie-
gelten Auflenwéinden. In solchen Kavitdten kann das elektromagnetische Feld stehende
Wellen bilden, es gibt Moden (Em,ém) In der Quantisierung betrachtet man dann
Zustidnde ¢p, p,,.., wobei die Mode m gerade mit n,, Photonen besetzt ist. Wird in der
Kavitét ein Laser betrieben, so lédsst sich der entsprechende Zustand beschreiben durch
kohérente Zustidnde in allen Moden:

Yoy, ~ [ [ ¥ ™ o.... (5.62)

m

Hierbei ist a;, der Operator, der ein Photon in der Mode m erzeugt. Der Operator
Ny, = al,a,, zéhlt dann die Anzahl der Photonen in der Mode m (daher auch die
Bezeichnungen Erzeugungs- und Besetzungszahloperator).
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6. Drehimpuls und Spin

Wir erinnern uns an die klassische Definition des Drehimpulses L eines Massepunktes
bzgl. des Ursprungs:
L=2xp. (6.1)

Mit & = (x1,x9,x3) und p'= (p1, p2, p3) lisst sich dies auch schreiben als

Li = Zgijkxjpk- (62)
jk
Hier ist € das Levi-Civita Symbol, definiert durch
1 (4,7, k) = (1,2,3),(2,3,1) oder (3,1,2),
gk =14 —1 (4,7,k) = (1,3,2),(3,2,1) oder (2,1,3), (6.3)

0 sonst.
Offensichtlich gilt
Eijk = —Ejik, Eijk = €jki- (6.4)

Im Folgenden wenden wir die Einsteinsche Summenkonvention an, wonach iiber Indizes
die in einem Term doppelt vorkommen, summiert wird. Das heift, wir schreiben

Li = Eijkxjpk‘ (65)

Eine natiirliche Definition des Drehimpulsoperators L auf Wellenfunktionen ¢ € L2(R3)
ist somit
Lz’ = 61‘ijij. (66)

Zu beachten ist hier, dass es keine Ordnungsambiguitéit gibt, da die Operatoren X ; und
Py, fiir j # k kommutieren. Wir kénnen auch einen Operator fiir das Betragsquadrat des
Drehimpulses definieren:

i =02 = L (6.7)
%

Offensichtlich sind sowohl L; als auch L? selbstadjungiert.

77



6.1. Die Drehimpulsalgebra

Wir berechnen den Kommutator von zwei Komponenten des Drehimpulses:
(L1, L] = [XoPs — X3Py, X3Py — X1 P4
= [XoPs, X3P1] — [Xo Py, X1 P3] — [X3 Py, X3Py + [ X3Py, X1 Py]
= Xz[pa,Xs]Pl +X [X?,, p3]152
= —ihXo Py +ihX1 Py
= ihLs. (6.8)
Hierbei haben wir (4.151]) verwendet. Allgemein berechnet man
[f/i, ﬁ]] == ihsijkf/k. (69)
Aufgabe 6.1. Zeige, dass gilt
EijmEkim = 0ik0j1 — 0310 k- (6.10)
Verwende dies zum Beweis von .

Wir berechnen auflerdem:

A

= ih (eijk + €inj) LjLy,
0. (6.11)

Im vorletzten Schritt haben wir im zweiten Term die Summationsvariablen j und k&
ineinander umbenannt. Im letzten Schritt haben wir verwendet. Die Relationen
, nennt man die Kommutatorrelationen der Drehimpulsalgebra.

Um den Faktor & in loszuwerden, definieren wir

EZ’ = h_lﬁi, é2 = EZEZ (612)

Wir erhalten dann
£, Aj] = igijkéka (6.13)
[0:, 0% = 0. (6.14)

Ahnlich wie bei den Auf- und Absteigeoperatoren beim harmonischen Oszillator kann
man bereits viele Schlussfolgerungen aus den Kommutatorrelationen ziehen. Wir verges-
sen also zunéchst einmal, dass L; durch definiert ist, und konzentrieren uns auf die

Relationen ([6.13)), (6.14]). Wir definieren
é+ = gl + ’L'ég, é, = él — iég. (6.15)
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Offenbar gilt

<é+)*::é,. (6.16)

Wir berechnen
[£3,g+] = [ég,gl] + i[ég,gz] = igg + gl = g+, (6.17)
[03,0_] = [03,01] — i[l3, 03] = ily — ) = —0_. (6.18)

Vergleich mit (5.14)), (5.15)) zeigt, dass wir /1 auffassen konnen als Auf- und Abstei-
geoperatoren bzgl. der Komponente f3 des Drehimpulses. Auflerdem folgt aus ((6.14])
offenbar

[?,04] =0. (6.19)
Wir berechnen auflerdem
(il = 2 4+ 02 +illy, 0]
=02 — U3+ 0. (6.20)
Aus [EQ, 53] = 0 folgt, dass eine Basis von gemeinsamen Eigenvektoren ¢y ,, von /2 und

{5 mit Eigenwerten A und m gibt. Aus (/6.19) folgt, dass @i¢ A,m Weiterhin ein Eigenvektor
von ¢? mit Eigenwert \ ist:

€2é:|:¢)\,m = é:ﬁ:é?(?)\,m = Aé:ﬁ:¢A,m~ (621)
Auflerdem ist éi¢A,m weiterhin ein Eigenvektor von fg, jedoch mit Eigenwert m =+ 1:

U301 drm = 3, 2] prm + Lalsdrm = £idnm +mlidym = (mE1)liprm. (6.22)

Wir nehmen im Folgenden an, dass 72 und /5 ein vollstandiges System von kommutie-
renden Observablen bilden. In typischen Beispielen ist das nicht der Fall, sondern man
muss eine oder mehr weitere Observable hinzu nehmen. Im Beispiel des Wasserstoffa-
toms ist das der Hamiltonoperator H. Wenn wir uns jedoch auf einen Eigenraum bzgl.
der weiteren Observablen einschriénken, so bilden 72 und /5 tatséchlich ein vollstandiges
System. Dariiber hinaus nehmen wir an, dass ¢} ;, normiert ist.

Aus der Definition von #2 folgt offenbar, dass m? < A:

m2 = <¢)\,m|g§¢)\,m>
= <¢)\,m|g2¢)\,m> - <¢>\,m|é%¢>\,m> - <¢)\,m|ég¢/\,m>

- 2 . 2
= A= [lioamll” — [[€20xmll
<A (6.23)

Anderseits scheint aus (6.21)) und (6.22) zu folgen, dass wir durch Anwendung von 0y
den Eigenwert m beliebig erh6hen oder erniedrigen kénnen, ohne A zu verédndern. Das
ist nur moglich, wenn es ein maximales M.« und ein minimales My, gibt, so dass

é+¢>\ammax = 07 EA?(JSA,mmin =0 (624)
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gilt. Fiir diese ist die Gleichung trivialerweise erfiillt. Um mmax und mmin zu
finden, gehen wir wie beim harmonischen Oszillator vor, d.h. wir berechnen

=l ml+Prm)

= (S m L+ Prm)

= (Prml (gz — 57 és) Pam)

=A—m?Fm. (6.25)

N 2
(AR

Hier haben wir (|6.20) verwendet. Es muss nun also gelten

A—m2 . — Mmax =0, A —m2: + Mmpin = 0. (6.26)

max min

Da wir durch Anwendung von é+ den Eigenwert m um eins erh6hen konnen, sollte
ausserdem
Mmax = Mmin + N (627)

mit n € Ny gelten. Aus (6.26) folgt
141440 14T +4N

max — min — 2
m 5 m 5 (6.28)

Aus Mmax > Mmin folgt

—14+ V144X 1—+v1+4A
Mmax = f7 Mmin = fa (629)

also insbesondere myin = —Mmax. Aus (6.27)) folgt nun
—14+VIi+4r=neN. (6.30)

Auflésen nach A ergibt
1 9 1., _(n\2 n
A= (m+ 1P =1) =7 (n +2n)—<§> + (6.31)
Wir nennen nun ¢ = n/2 und erhalten somit
A=+ 0=(L+1), (6.32)

wobei ¢ € N/2. Einsetzen in ((6.29) ergibt nun

n n
Mmax = 5 = e, Mmin = _5 = —/. (633)

Fiir Operatoren i}i, ﬁ2, die die Relationen ([6.7)) und erfiillen, haben wir also gezeigt:

e Die méoglichen Eigenwerte von L? sind gegeben durch h2((¢ + 1) mit £ € Ny /2.

80



e Der entsprechende Eigenraum Hy ist (204 1) d1mens1ona]E| und die Eigenwerte von
Ls sind gegeben durch hm mit m € {£,¢ — ., =L}

Die Wahl der z-Richtung in obiger Aussage ist natiirlich reine Konvention. Ly und
Ls haben im Unterraum %, dieselben FEigenwerte. Zur Veranschaulichung des Raum H,
denke man sich eine Kugel mit Radius L = h+/¢(¢ + 1). Man schneide diese mit den
x — y Ebenen durch z = hm mit m € {—¢,—¢ — 1,...,¢} und erhilt Kreise K,,. Im
Eigenzustand von L3 mit Eigenwert Am kann man sich den Drehimpuls als iiber den
Kreis K, verschmiert vorstellen. In diesem Bild wiirde man erwarten, dass die Varianz
von L1 und Ly im Zustand mit minimalem |m| am grofiten wird. Tatséchlich berechnet
man

(Dl (L3 + L3 am) = (daml(L? = L3)pam) = B2 (€0 + 1) — m?) (6.34)
Da man L; und L, als Linearkombination von é+ und /_ schreiben kann, gilt

<¢)\7m‘ﬁl¢)\7m> =0= <¢)\7m’ﬁ2¢)\,m>v (6'35)

woraus folgt, dass

(0m) "+ (a0m) = 12 (a4 1) = m?). (630

Dies entspricht genau dem Quadrat des Radius des Kreises K,,. Die Unschérfe wird also
maximal fiir minimales |m|. Aber selbst fiir maximales |m| = ¢ findet man eine Varianz
grofler als null.

Aufgabe 6.2. In den Eigenzustinden von Ly sind die Varianzen von Ly und Lo gleich,
eine Folge der Rotationssymmetrie. Zeige, dass aus (6.36) folgt, dass die Zustinde mit
mazximalem |m| = £ die Unschdrfe minimieren, d.h. dass fir diese Zustinde die Unglei-

chung in (4.173|) zu einer Gleichung wird. Fir ¢ = % wurde dies bereits in Aufgabe

gezeigt, wie aus dem Folgenden deutlich werden wird.

Statt A verwendet man typischer Weise ¢ zur Bezeichnung der Eigenvektoren, d.h.
die normierten Eigenvektoren von (L2, L3) mit Eigenwert (A%((¢ + 1), im) bezeichnen
wir mit 9y ,,. Um eine explizite Darstellung der ¢; zu erhalten, miissen wir die relativen

Phasen der 1)y, fixieren. Beginnend bei m = —/¢ definieren wir rekursiv
Yemi1 = . 0y (6.37)
{m+1 - \/E(E n 1) e pa— +W%e,m, .
wobei wir die Normierung (6.25)) beachtet haben. Daraus folgt dann
é+¢£,m = \/6(6 + 1) —m?— mng,mﬂ, (638)
-G = L+ 1) —m? + mady 1. (6.39)

'Unter der Annahme, dass evtl. zusitzliche Entartungen aufgehoben wurden durch die Spezifizierung
von Eigenwerten von weiteren Observablen, die mit L? und L3 ein vSkO bilden.
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Betrachten wir nun den Fall ¢ = %, das heisst den Eigenraum von 72 mit Eigenwert
A= %. Wir haben also eine Basis {¢1 ,1,%1 _1} von gemeinsamen Eigenvektoren.
2702 27 2

Offensichtlich ist die Matrixdarstellung von ¢3 in dieser Basis gegeben durch

g = % <(1) _01> . (6.40)

Aus (6.38)), (6.39) folgt, dass die Auf-und Absteigeoperatoren die Matrixdarstellung

5 0 1 P 0 0

(1), o) o
haben. Aus (6.15)) folgt

h=1 (A +é_> . =1 (L - 12_> : (6.42)

und somit die Matrixdarstellung

A 1/0 1 5 1 /0 —i
a=1(0 1), al0S) e

Wir finden also fiir die Matrixdarstellung & = %ai, mit den Pauli-Matrizen o;, siehe
(4.74).

Aufgabe 6.3. Bestimme die Matrizdarstellung von 0; in der Basis

{141, 1,0, Y1,-1} (6.44)

des Eigenraums { = 1.

Aufgabe 6.4. Verwende das Ergebnis der vorigen Aufgabe um die Varianz von 1 und
Uy in den Eigenzustinden von l3 bei £ = 1 zu bestimmen. Vergleiche mit (6.36)).

6.2. Spin und der Stern-Gerlach Versuch

Wie wir im nichsten Abschnitt sehen werden, ist der Eigenwert h2((¢ + 1) von L2
nicht moglich fiir die konkreten Drehimpulsoperatoren . Er kann allerdings auftre-

ten fiir einen internen Drehimpuls, den Spin, beschrieben durch den Spin-Operator S ,
dessen Komponenten dieselben Vertauschungsrelationen wie die Drehimpulskomponen-
ten erfiillen. Es stellt sich heraus, dass alle bekannten Elementarteilchen (mit Ausnahme
des Higgs) solch einen Spin haben. Insbesondere haben die Grundbausteine der Mate-

rie (Elektronen, Protonen, Neutronen) halbzahligen Spin s = 1 (mit dem Eigenwert

h2s(s+1) von $2). Der Spin ist eine Eigenschaft, die im Rahmen der klassischen Physik
fiir ein Punktteilchen nicht erklédrt werden kann.
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Einen einzelnen Spin s = %, d.h. ohne Beriicksichtigung anderer Freiheitsgrade, kann
man nach den Ergebnissen des vorigen Kapitels beschreiben durch den Hilbertraum
H = C? mit den Spinoperatoren

A h (0 1 . h (0 —i 5 h(1 0
Ein System mit Hilbertraum H = C? nennt man auch ein Qubit. Es spielt in der Quan-
teninformatik eine zentrale Rolle.

Der Spin wurde entdeckt im Stern-Gerlach Versuch: Ein Strahl von Silberatomen wur-
de durch ein inhomogenes Magnetfeld gefithrt und die Ablenkung des Strahls gemessen.
Um dies zu verstehen, stellen wir zun&chst den klassischen Zusammenhang zwischen
Drehimpuls und magnetischem Moment her.

Betrachten wir ein Punktteilchen der Masse m und Ladung ¢, welches sich auf einer
Kreisbahn mit Radius R und Winkelgeschwindigkeit w in der z—y Ebene bewegt. Zeitliche
Mittelung ergibt den mittleren Strom entlang des Kreises mit Radius R:

=2 (6.46)
= —qWw. .
27rq
Das entsprechende magnetische Moment [ ist also
1 21 2
ps =IA = —qwmR* = —qwR (6.47)
2w 2

und g1 = po = 0. Fiir den Drehimpuls berechnen wir Lj = Ls = 0 und

L3 = mRv = mRwR = mwR?. (6.48)
Somit gilt
_, q 7
= —1L. 4
f=g (6.49)

Finsetzen von ¢ = e und m = m, liefert das Bohr’sche Magneton

R 9.3 x 1024 Joule/ Tesla. (6.50)

HE = 2me
Hierbei wurde mit & multipliziert, da man den Drehimpuls natiirlicher Weise in Einheiten
von h angibt.

Fiir den Spin wiirde man analog zu (6.49)) fiir das durch den Spin erzeugte magnetische
Moment eines Elektrons

—

fis = —pp3S (6.51)
annehmen (das Vorzeichen kommt von der negativen Ladung des Elektrons). Man findet
jedoch

fis = —gupiS, (6.52)

mit einer Konstante g ~ 2E|

2Der genaue Wert von g lisst sich im Rahmen der Quantenfeldtheorie berechnen. Der berechnete Wert
stimmt bis auf 9 Nachkommastellen mit dem gemessenen {iiberein, siehe Wikipedia.
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Fiir die Energie eines magnetischen Moments /i in einem Magnetfeld B gilt
V=—j-B. (6.53)

Wenn das magnetische Moment von einem Drehimpuls oder Spin herriihrt, so behélt
das magnetische Moment den Winkel zu B bei (fithrt dabei allerdings eine Prézession
durch). Somit wirkt auf den Tréiger des magnetischen Moments eine Kraft

F=-VV=V(i-B). (6.54)

Beim Stern-Gerlach Versuch schickt man einen Strahl von (Silber-) Atomen durch ein
inhomogenes Magnetfeld. Bei richtiger Wahl der Anordnung erwartet man dann eine
Kraft

F, =p.0,B, (6.55)

senkrecht zur Strahlrichtung. Fiir Details sei auf [Leisi, Abschnitt 2.4] verwiesen. Klas-
sisch wiirde man erwarten dass die magnetischen Momente (i auf der Kugel mit Radius
w gleichverteilt sind. Die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir p, wére somi

1

— < ,

ppz) = {2“ ] < (6.56)
0  sonst,

d.h. man erwartet eine Gleichverteilung der z-Komponente und damit auch der Ablen-
kung im imhomogenen Magnetfeld. Experimentell findet man jedoch zwei Maxima. Diese
entsprechen gerade den Eigenwerten s3 = i% des Spin-Operators S3.

Aufgabe 6.5. Leite die Wahrscheinlichkeitsdichte her. Tipp: Berechne in Ku-
gelkoordinaten die Fliche A(6) der Menge der Punkte auf der Kugeloberfliche, die im
Winkel < 0 zur z-Achse liegen. Normiere mit der Gesamtkugeloberfliche. Driicke das
Ergebnis durch die z-Komponente u, aus und differenziere nach ..

Am Stern-Gerlach Versuch lésst sich die in den Abschnitten und diskutierte
Praparation von Zustdnden schon diskutieren. Der urspriingliche Atomstrahl ist nicht
polarisiert, und entspricht somit keinem reinen Zustand (sondern einer statischen Uber-
lagerung). Schickt man den Atomstrahl jedoch durch einen Stern-Gerlach Apparat, und
verwendet danach nur einen der beiden Teilstrahlen, so hat man (zumindest bzgl. des
Elektronenspins) einen reinen Zustand prépariert. Aus dem Vergleich der Pauli-Matrizen
Ok, mit den Spin-Matrizen gk, , folgt, dass sich der in Aufgabe bespro-
chene Versuch durch eine Verkettung von Stern-Gerlach Apparaturen darstellen ldsst: In
der ersten Apparatur richtet man das Magnetfeld mit einem Gradienten in z-Richtung
aus. Den oberen Strahl (entsprechend dem Eigenwert 1 von o3) leitet man weiter zur
néichsten Apparatur, wo das Magnetfeld Gradienten in z-Richtung hat. Den Teilstrahl,
der in positive z-Richtung abgelenkt wird, leitet man wiederum auf eine Stern-Gerlach
Apparatur, in der das Magnetfeld Gradienten in z-Richtung hat.

3In [Leisi, Abschnitt 2.4] wird behauptet, die Verteilung hitte ihr Maximum bei g, = 0. Das stimmt
nicht, jedenfalls wenn man einen festen Betrag p fiir das magnetische Moment annimmt.
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Abschlieflend wollen wir noch die Prézession des Elektronenspins im konstanten Ma-
gnetfeld behandeln. Auf Grund des Ehrenfest-Theorems (4.165]) reduziert sich dies auf

-,

die klassische Rechnung. Betrachten wir die Zeitentwicklung des Erwartungswerts (S >¢(t)
des Spins im Magnetfeld B. Mit dem Hamiltonoperator

H=—ji-B=gpp;SiB; (6.57)
und (4.165)) erhalten wir
D (Sj)er) = {%QMBBi@(t)ng Silo(t))
= — 5918 Bicijt(Sk) (1) (6.58)
oder auch
0(S) gy = tanBB x (S)g(0)- (6.59)

—

Offensichtlich steht also 8t<§)¢(t) senkrecht auf B und (S)g(t)- Insbesondere sind B.
(S) gy und [(S) ()| konstant:

=,

Oy (g' <S>¢>(t)> =B-0i(S)4) =0, (6.60)

und analog fiir |<§>¢(t)\2. Somit ist die Lénge des Vektors <§>¢(t) und sein Winkel zu
B konstant. Er bewegt sich also auf dem Kreis mit Radius |(§>¢(t)| sin @, wobei 6 der
Winkel zwischen B und (S) (1) ist. Dabei hat er Geschwindigkeit

=,

|8t<§>¢(t)| = ;%QMBB< )o(t) Sin 0. (6.61)
Es folgt also, dass er mit Winkelgeschwindigkeit

gupB
h )

Wy, = (6.62)

der Larmor-Frequenz, rotiert. Insbesondere ist diese unabhéingig von <§ )o(t) und 6.

Aufgabe 6.6. Sei ¢(0) der Eigenzustand von Ss mit Figenwert % Fiir ein Magnetfeld
in x-Richtung, B = Beéy, erwartet man, dass ¢(ﬁ) ein Figenzustand von S, ist, und

dass gi)(i) der FEigenzustand von Ss mit Eigenwert —% ist. Uberpriife dies explizit unter
Verwendung der in Aufgabe bestimmten Zeitentwicklung.

Aufgabe 6.7. Sei ¢(0) der Figenzustand von S3 mit Eigenwert g und B = %B(é} +

€3). Fertige eine Skizze des erwarteten Orbits von <§>¢(t) an. Bestimme explizit den
Zeitentwicklungsoperator (Hinweis: Spektralzerleqgung von %(01 + 03)) und dberprife,

dass ¢(t) nach einer halben Periode Figenzustand von Sy zu Eigenwert % ist.
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6.3. Kugelflaichenfunktionen

Kehren wir nun zuriick zu den konkreten Drehimpulsoperatoren . Den entsprechen-
den Drehimpuls nennt man auch den Bahndrehimpuls. Auf Wellenfunktionen wirken sie
durch R

L=—ih@&x V. (6.63)

Wir wollen dies in Kugelkoordinaten (r, 6, ¢) betrachten. Wir erinnern uns an

x1 = rsinf cos ¢, (6.64)
X9 = rsinfsin ¢, (6.65)
x3 = rcosb. (6.66)

Die entsprechenden Einheitsvektoren, ausgedriickt in kartesischen Koordinaten, sind

€, = (sin 6 cos ¢, sin f sin ¢, cos 0), (6.67)
ép = (cos B cos ¢, cosfsin ¢, —sin 6), (6.68)
€y = (—sin ¢, cos ¢, 0). (6.69)

Diese bilden ein Rechtssystem, d.h. z.B. €. x €y = €;. Der Gradient ist nun gegeben
durch
V =2¢.0, + 59%89 + €¢ﬁ8¢ (6.70)

Daraus folgt, dass wir den Bahndrehimpuls schreiben kénnen als

L= —ilré, x V = —ilir (€510p — €p-2750,) . (6.71)

rsinf

In kartesischen Koordinaten gilt also

— sin @0y — cot 0 cos ¢p0,
= —ih | cos¢dy — cotOsinpdy | . (6.72)
0y

e

Wir berechnen somit

L? = —p? (sin2 $03 + cot?  cos? qﬁ@i + sin @0y cot 0 cos ¢, + cot 0 cos PO, sin ¢y
+ cos? ¢892 + cot? f sin? gb@i — cos ¢y cot 0 sin pOy — cot O sin pJy cos ¢y + 835)

= —h? (95 + (cot® 0 + 1)83, + cot 09y
2
= _sizQO (sin 09y sin 00 + 03) . (6.73)

Nun suchen wir nach gemeinsamen Eigenfunktionen von L3 und L? mit Eigenwerten
R20(¢ +1) und hm. Da beide nicht von r abhiingen, bietet sich ein Separationsansatz an:

wﬁ,m (Tv 97 ¢) = R<T)Yém(97 (b) (674)
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Hier ist Yy ,,, Losung von

_iaqﬁyém(a (b) = mnm<67 ¢)7 (6'75)
— 5 (sin 0099 sin 00 + 93) Y (0, ¢) = £(£ +1)Yin (6, 9). (6.76)

Die erste Gleichung wird gelost durch
Yzm(@’ ¢) = ®£m(0)eim¢' (677)

Insbesondere sehen wir, dass m ganzzahlig sein muss, da eine stetige Funktion in Kugel-
koordinaten 27 periodisch in ¢ sein muss. Daraus folgt, dass auch ¢ ganzzahlig ist. Somit
koénnen die Eigenfunktionen der Bahndrehimpulsoperatoren nur ganzzahlige Quanten-
zahlen £, m haben. Die halbzahligen Werte von £, m ktnnen somit nicht beim Bahndre-
himpuls auftreten.

Einsetzen von (6.77) in (6.76)) liefert

— b (sin 60 sin 00y — m*) Oy (0) = £(L + 1) (6). (6.78)

Wir schreiben nun
Opm(0) = Xpm(cosb). (6.79)

und z = cos 6. Mit
sin 00y = sin@jz 9, = —sin® 00, = (2> — 1)0, (6.80)

wird (6.78) zu
1

(az<z2 )0+ —ym® - (e 1>) Sim(z) = 0. (6.81)

Dies ist die verallgemeinerte Legendre-Gleichung, die gelost wird durch die zugeordneten
Legendre-Polynome P;", die durch

1
PP (2) = (=)™ 5 (1 = 22 M2 (52 — 1) m >0, (6.82)
m m+m)
definiert sind. Die Eigenfunktionen Yy, (6, ¢) werden so normiert, dass gilt
27 pm
/ / ng(é?, (Z))Yé/m/(g, ¢) sin 9d9d¢ = (Sggl(smm/. (6.84)
0o Jo
Die Losung ist gegeben durch die Kugelfiichenfunktionen
226+ 1 =-m)! ime
Insbesondere gilt
Yo (0, 0) = (=1)"Ye—m(0, ¢). (6.86)
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Aufgabe 6.8. Gebe die Kugelfiichenfunktionen Yoo, Y11, Y10, Yi-1 explizit an. Uber-
priife die Normierung (d.h. (6.84) fir ¢/ = ¢, m' = m) und die Orthogonalitit von Yoo
und Y1o. Tipp: Verwende die Variablen z,¢ und sin 6df = —dz.

Aufgabe 6.9. Uberpriife, dass die Funktionen PY, P}, PY, P! Lisungen von (6.81)

sind.

6.4. Zentralpotenziale

Fiir die Drehimpulsoperatoren berechnen wir

[Ls, X;] Zfzkl Xib, X Zfzksz b, X)) = _ihzgiklxkélj = ihZEiijk-
Kl %
(6.87)

Insbesondere gilt

[Li, X2) = 3 (Klhe, %3] + (L %515,
J
= ih Y e (%% + 20X;)
jk
= lhz (5ijk + 5ikj) XJXk
jk
=0. (6.88)

Aufgabe 6.10. Berechne [Iiz,ﬁ]] Zeige, dass [ﬁl,fﬂ] =0 gilt.

Wir sehen also, dass die Drehimpulsoperatoren mit allen Hamiltonoperatoren kommu-
tieren, die nur Funktionen von P2 und X2 sind. Das sind gerade die kugelsymmetrischen
Potenziale. In diesem Fall sind die Eigenwerte des Hamiltonoperators i.A. entartet. Durch
Hinzunahme von L? und Lg erhilt man jedoch i.A. ein vSkO. Die Einschrankung auf
FEigenzustdnde von L2 und Lz hat auch den Vorteil, die Eigenwertgleichung fiir H zu
vereinfachen. In Kugelkoordinaten hat der Laplace-Operator die Form

1 1
A= =9? 0 ——02. .
T@,T r2 g 89 sin 60y + i 98¢ (6.89)
Somit gilt fiir ein kugelsymmetrisches Potenzial V (r):
. R? 1 J R
H=—-——-§° —I? . .
o r@m + Sy +V(r) (6.90)
Wenn wir nun den Separationsansatz
¢(T7 ‘9’ ¢) = Rf(r)nm(ea d)) (691)
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machen, erhalten wir die radiale Schridingergleichung

2 2

ERy(r) = —;—m%aerg(r) + <V(T) + hégi:;”) Ry(r). (6.92)
Dass Ry nicht auch von der magnetischen Quantenzahl m abhéngt ist dadurch gerecht-
fertigt, sie in nicht auftaucht. Fiir ein festes £ werden die Eigenwerte E der radialen
Schrodingergleichung i.A. nicht entartet sein. Aus der Entartung bzgl. m folgt,
dass der Eigenraum H g ») dann 2¢ + 1 dimensional ist.

Den Ausdruck

R0+ 1)

Veg(r) .=V (r) + S

(6.93)

nennt man das effektive Potenzial. Die radiale Schrodingergleichung ist eine Gleichung fiir
eine Funktion auf der positiven reellen Achse R . Fiir gebundene Zusténde gilt natiirlich
die Randbedingung R(r) — 0 fiir r — oco. Ausserdem sollte die Wahrscheinlichkeit, in
der Nahe des Ursprungs zu sein, endlich sein. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit in einer
Kugel des Radius p um den Ursprung ist

2m s
/Op/(; /0 ’R@(T)P’ng(g, ¢)’2 Sin9d0d¢7“2d7’ _ /0*,0 |R@(7’)]27‘2dr. (6.94)

Hier haben wir (6.84)) verwendet. Somit sollte |rRy(r)|* integrabel in 7 = 0 sein. Typischer
Weise erwartet man, dass diese Funktion endlich ist im Grenzfall  — 0. Somit bietet es

sich an, die Abkiirzung
u(r) :=rR(r) (6.95)

zu verwenden. Multiplikation von (6.92)) mit » fithrt dann auf

2

2
Butr) =~ oot + (V0 + R Y, (6.96)

Wir wollen das asymptotische Verhalten von Lésungen u, von bestimmen. Be-
trachten wir zunéchst den Fall » — 0. Dazu nehmen wir an, dass das
lim 2V (r) =0 (6.97)
r—0
gilt, dass also V(r) schwécher divergiert als der Korrekturterm im effektiven Potenzial.

Im Grenzfall r — 0 konnen wir also die Terme Fuy und Vuy vernachléssigen, und
erhalten

(041
uy (r) = (rz)w(r). (6.98)
Mit dem Ansatz
up(r) = Cr? (6.99)
ergibt dies
olo—1)=L(+1), (6.100)
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mit den Lésungen
o+ =0+1, o— =—L. (6.101)

Mit o_ verletzt man fiir £ > 1 die Forderung, dass uy quadratintegrabel bei r = 0 sein
sollte. Aber auch fiir £ = 0 ist p_ typischer Weise nicht akzeptabel. Betrachte als Beispiel
das Coulomb-Potenzial V (r) ~ 2. Mit £ = 0 und uo(r) ~ Cré= ~ C erhalten wir einen
Term in , der wie % divergiert fiir r — 0. Dieser kann durch keinen anderen Term
neutralisiert werden. Somit muss C' = 0 sein. Das asymptotische Verhalten von wu, fiir
r — 0 ist also gegeben durch

wg(r) ~ Critt, (6.102)

Fiir das asymptotische Verhalten fiir » — oo nehmen wir an, dass

lim V(r) =0 (6.103)

7—00

gilt und wir uns fiir gebundene Zustinde E < 0 interessieren. Fiir grofle r kénnen wir
somit das effektive Potential gegeniiber E vernachlédssigen und erhalten

u) = kuy (6.104)
mit
—2mE
k= Tm (6.105)

Die im unendlichen verschwindende Losung ist gegeben durch
up(r) ~ ek, (6.106)
Fin Ansatz, der das asymptotische Verhalten beriicksichtigt, ist somit
wg(r) = P(r)r‘tte Fr, (6.107)

mit einem Polynom P. Fiir das Polynom werden aus der Schrodingergleichung Rekur-
sionsgleichungen fiir die Koeffizienten hergeleitet. Typischer Weise ist uy nur dann nor-
mierbar, wenn das Polynom endlichen Rang hat, d.h. die rekursive Bestimmung der
Koeffizienten muss abbrechen. Dies liefert eine Quantisierungsbedingung fiir £. Man
nennt dies die Sommerfeld’sche Polynommethode, die wir bei der Behandlung des Was-
serstoffatoms kennenlernen werden.
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7. Das Wasserstoffatom

Zum Abschluss des Vorlesungsteils zur Quantenmechanik behandeln wir das Wasser-
stoffatom. Hierbei wird der Kern als fest angenommen und die Schrédingergleichung fiir
das Elektron im Coulomb-Potenzial des Kerns gelost. Die radiale Schrodingergleichung

lautet dann (vgl. )

( A S e Vi E> we(r) = 0. (7.1)

dreqr 2mr?2

“2m

Hierbei ist m die Elektronenmasseﬂ und e die Elementarladung. Es ist vorteilhaft, zu
dimensionslosen Grofien iiberzugehen. Wir definieren

0:=r/ap, (7.2)
mit ay dem Bohr-Radius )
47T80h

ag = me2 (73)

Somit wird obige Gleichung zu nach Multiplikation mit Zma(% /h? zu

2 l+1)
<—3§ ——f n2> ug(0) = 0, (7.4)
o 0
wobel wir )
2mFEa
n=— = 0 (7.5)

eingefiihrt haben.
Nach der Diskussion in Abschnitt ist der natiirliche Ansatz, der die Randbedin-
gungen beriicksichtigt, durch

ug(0) = P(o)o" e (7.6)

gegeben. Das Polynom P schreiben wir als
P(Q) = Z cno". (77)
n=0

Einsetzen in (7.4) liefert

en (—(n+ L4+ 1) (n+ 0"+ 2n(n + £+ 1) 0" — 2ot
> (( ) 0 n 0 n°e

n=0

—90"H 4 00+ 1)9"“71 + 7729"““) e =0. (7.8)

!Genau genommen sollte man die reduzierte Masse des Zweikérperproblems nehmen.
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Dividieren durch o¢'~'e™"¢ ergibt
D en (=0 = n(20+1))0" +2(n(n+ £+ 1) = 1)g" ™) =0. (7.9)
n=0

Nun ist ein Polynom nur dann gleich 0 wenn alle Koeffizienten verschwinden. Fiir den
Koeffizienten von QO is dies der Fall. Fiir den Koeffizienten von gk mit k£ > 1 erhalten
wir

— (K2 4+ k(20 + 1)) +2(n(k 4+ £) — )¢y = 0. (7.10)
Somit konnen wir ¢ frei wiahlen und die ¢, mit & > 1 rekursiv durch
k+40)—1
o =21k 0 (7.11)

TR kO )

bestimmen.
Offenbar bricht die Folge {c;} genau dann ab, wenn n = 1/n fir n € N. Zunéchst
wollen wir verstehen was passiert, wenn die Folge nicht abbricht, d.h. 1/n ¢ N. Fiir

grofle k gilt dann

2
C ~ %Ck—l- (7.12)

Dies entspricht gerade dem asymptotischen Verhalten von

e = Z ( ]Z) o~ (7.13)
k=0

Daraus folgt, dass das Produkt mit e~"¢ eine Funktion liefert, die sich fiir grofie o verhélt
wie €9, also divergiert.

Es folgt also, dass wir nur dann physikalisch sinnvolle Losungen erhalten, wennn = 1/n
fiir n € N. Dann gilt ¢, = 0 fiir alle £ > n — £. Dann erhalten wir eine quadratintegrable
Wellenfunktion uy. Die entsprechenden Energien sind gegeben durch

h?

[ ——
" 2magn2 ’

(7.14)
d.h. genau wie im Bohr’schen Atommodell. Man nennt n die Hauptquantenzahl. Die
Bedingung k£ > n — £ ist relevant fiir £ > 1. Wir sehen also, dass es zu jeder Haupt-
quantenzahl n € N genau n mogliche Bahndrehimpulsquantenzahlen ¢ gibt (nidmlich
¢=0,1,...n—1). Und zu jeder Bahndrehimpulsquantenzahl ¢ gibt es wiederum 2¢ + 1
magnetische Quantenzahlen m = —¢, —¢ + 1,...¢. Fiir die gesamte Entartung des nten
Energieniveaus berechnen wir also

n—1

;(2“ 1) :2”(”2_1)+n:n2. (7.15)

Wir schlielen mit einigen Bemerkungen:
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e Die Tatsache, dass die Hauptquantenzahlen noch eine Entartung bzgl. der Bahn-
drehimpulsquantenzahl ¢ haben, ist eine Besonderheit des Coulomb-Potenzials.
Sie lasst sich darauf zuriickfithren, dass es fiir das Coulomb-Potenzial neben der
Energie und dem Drehimpuls eine weitere Erhaltungsgrofie gibt, den Runge-Lenz-
Vektor.

e Im Bohr’schen Atommodell hatten wir zwar dieselben Energien gefunden, aller-
dings eher zufillig: Der Drehimpuls wird im Bohr’schen Modell falsch behandelt.
Dort besteht ein fester Zusammenhang zwischen der Energie und dem Drehim-
puls. Letzterer ist gegeben durch hn. Stattdessen ist der Drehimpuls fiy/¢(¢ + 1)
mit £ <n—1.

e Wir haben einige Effekte unberiicksichtigt gelassen. Insbesondere haben wir nicht-
relativistisch gerechnet. In einer relativistischen Rechnung muss z.B. auch der Spin
S des Elektrons berticksichtigt werden. Dieser koppelt an den Bahndrehimpuls
(Spin-Bahn-Kopplung), d.h. im Hamiltonoperator tauchen Ausdriicke der Form
S - L auf. Diese Effekte werden in Theoretischer Physik 4 behandelt. Weitere Kor-
rekturen ergeben sich durch den Spin des Kerns, die Ausdehnung des Kerns, sowie
quantenfeldtheoretische Effekte.

e Ionen mit nur einem Elektron kénnen natiirlich analog behandelt werden, es muss
lediglich in allen Ausdriicken e? durch Ze? ersetzt werden, mit der Kernladungszahl
Z. Atome oder Ionen mit mehreren Elektronen sind ungleich schwerer zu behan-
deln, da die Wechselwirkung der Elektronen untereinander beriicksichtigt werden
muss. Trotzdem ist die Kenntnis der Quantenzahlen des Wasserstoffatoms fiir eine
Beschreibung dieser Systeme sehr hilfreich.

Aufgabe 7.1. Bestimme die Wellenfunktionen uo(o) fir n = 1,2,3. Uberprife die Or-
thogonalitit der drei Wellenfunktionen. Berechne fiir diese Wellenfunktionen die Wahr-
scheinlichkeit, das Elektron innerhalb des Bohr-Radius um den Kern anzutreffen, d.h.
bei o < 1.

Aufgabe 7.2. Finde fiir £ > 1 das Minimum ro des effektiven Potenzials in der radialen
Schrodingergleichung . Bestimme die Taylor-Entwicklung des Potenzials um dieses
Minimum bis zur zweiten Ordnung. Berechne die Grundzustandsenergie Ey fiir das ent-
wickelte Potenzial. Mit welchen Quantenzahlen (n,f) des Wasserstoffatoms sollte man
diesen Grundzustand vergleichen? Berechne explizit die relative Abweichung

E, — Ey

7 (7.16)

der so berechneten Energie fiir { =1 und £ = 2.
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Teil 1.

Thermodynamik & Statistik
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8. Einfithrung

Wiéhrend wir uns im ersten Teil der Vorlesung mit mikroskopischen Systemen mit we-
nigen Freiheitsgraden beschéftigt haben, geht es im zweiten Teil um makroskopische
Systeme mit vielen Freiheitsgraden. Das prototypische Beispiel ist ein Gas, die natiirli-
che Einheit fiir die Stoffmenge ist das Mol, d.h. wir interessieren uns fiir Systeme mit
102 Molekiilen. Offensichtlich ist es hoffnungslos, fiir solch ein System die Bewegungs-
gleichungen zu 16sen, allein schon weil man die Anfangswerte nicht bestimmen kann.

Aufgabe 8.1. Wieviele Bytes bendtigt man, um die Anfangswerte der Bewegungsglei-
chungen eines Gases aus 10?3 Molekiilen zu beschreiben (wir verwenden Gleitkomma-
zahlen, die jeweils 8 Byte beanspruchen, und betrachten die Molekiile als punktformig).
Wieviele Festplatten (jeweils 1 TeraByte Kapazitit) benétigt man, um diese Datenmenge
zu speichern? Fine Festplatte sei 1cm hoch. Wie hoch wire der aus diesen Festplatten
gestapelte Turm? Finde eine vergleichbare astronomische Lingenskala.

Es wurden zwel Ansitze entwickelt, um mit diesem Problem umzugehen. In der
phinomenologischen Thermodynamik, entwickelt seit dem frithen 19. Jahrhundert (Joule,
Thomson, Gibbs, Carnot ... ), geht man aus von Erfahrungstatsachen iiber die zu be-
trachtenden Systeme. Allgemeine Eigenschaften dieser Systeme werden zu Prinzipien
erhoben und als Hauptsditze formuliert. Aus diesen Hauptséitzen lassen sich bereits eini-
ge Folgerungen ableiten, z.B. die Existenz der Zustandsgriffen Entropie und Temperatur.
Konkrete Systeme beschreibt man mit Hilfe einer kleinen Zahl solcher Zustandsgrofien,
im Falle eines Gases z.B. Temperatur, Druck, Volumen, Gasmenge. Relationen zwischen
diesen Groflen nennt man Zustandsgleichungen. Diese sind spezifisch fiir das jeweils be-
trachtete System. Man betrachtet auflerdem thermodynamische Potenziale. Dies sind
Zustandsgrofen, die nicht direkt messbar sind (sie sind nur bis auf eine additive Kon-
stante definiert), aber deren Ableitungen andere wichtige Zustandsgréfien ergeben.

In der statistischen Physik, begriindet durch die Arbeiten von Maxwell und Boltz-
mann, geht man aus von einer mikroskopischen Beschreibung des Systems. Da man die
Anfangsbedingungen sowieso nicht genau genug bestimmen kann, versucht man aber
nicht, die Bewegungsgleichungen zu l6sen. Stattdessen interessiert man sich z.B. fiir die
Menge der Zustédnde, bzw. ihr Volumen im Phasenraum, fiir die makroskopische Groflen,
z.B. Gesamtenergie und Teilchenzahl, bestimmte Werte annehmen. So erhélt man ther-
modynamische Potenziale, was die Verbindung zur Thermodynamik herstellt. Aus diesen
lassen sich die Zustandsgleichungen herleiten, die im Rahmen der Thermodynamik nur
durch Messungen ermittelt werden konnen. Statistische Physik l4sst sich sowohl fiir klas-
sische als auch fiir quantenmechanische Systeme formulieren.
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9. Thermodynamik

9.1. Grundlegende Konzepte

Die grundlegenden Konzepte der Thermodynamik sind die der Wéirme und des ther-
mischen Gleichgewichts: Zwei Systeme sind in rein thermischem Kontakt, wenn sie kei-
ne Materie austauschen konnen und keine (mechanische) Arbeit aneinander verrichten
konnen, aber dennoch Energie austauschen kénnen. Diese Form von Energie nennt man
Wirme. Zwei Systeme sind im thermischen Gleichgewicht, wenn sie in thermischem Kon-
takt sind, aber keine Wéarme zwischen ihnen fliefit. Es ist eine empirische Tatsache, dass
sich zwischen zwei Systemen in thermischem Kontakt, die von der Umgebung isoliert
sind, nach einer gewissen Zeit ein thermisches Gleichgewicht einstellt. Ein System ist im
thermischen Gleichgewicht, wenn je zwei Teilsysteme im thermischen Gleichgewicht sind.
Wir werden typischer Weise annehmen, dass wir Systeme betrachten, deren Teilsysteme
in thermischen Gleichgewicht sind, allerdings i.A. nicht untereinander.

Eine Tatsache, die scheinbar so offensichtlich ist, dass sie erst relativ spéat als nullter
Hauptsatz formalisiert wurde, ist, dass wenn A, B und B, C in thermischem Gleich-
gewicht sind, dass dann auch A, C' in thermischem Gleichgewicht sind. Mathematisch
kann man sagen dass es sich um eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Systeme im
thermischen Gleichgewicht handelt.

Ein wichtiger Begriff ist die Zustandsgrofie. Dabei handelt es sich um eine Grofe,
die fiir ein System im thermischen Gleichgewicht eindeutig festgelegt ist. Beispiele sind
Druck, Volumen. Man unterscheidet zwischen intensiven und ezxtensiven Zustandsgroflen.
Erstere haben in jedem Teilsystem denselben Wert wie im Gesamtsystem. Insbesondere
lassen sie sich lokal bestimmen. Im Gegensatz dazu addieren sich extensive Groflen: Teilt
man das System A in die beiden Teilsysteme A; und Ao und sei E eine extensive Grofle,
so gilt E(A) = E(A1) + E(Az). Offenbar ist fiir ein Gas das Volumen extensiv und der
Druck intensiv.

Der nullte Hauptsatz erlaubt es, eine weitere Zustandsgrofie zu definieren, die Tem-
peratur. Diese soll fiir zwei Systeme, die im thermischen Gleichgewicht sind, denselben
Wert haben. Offenbar handelt es sich um eine intensive Gréfle. Zur Definition betrachtet
man ein Referenzsystem (Thermometer) R und eine Zustandsgrofe ¢ fiir dieses System.
Typischer Weise sollte es zu jedem ¢y (in einem bestimmten Bereich) nur einen Gleich-
gewichtszustand von R geben, so dass ¢ den Wert typ annimmt. Fin Beispiel ist das
Quecksilberthermometer, das System besteht hierbei aus fliissigem Quecksilber und die
Zustandsgrosse t ist das Volumen. Ein anderes Beispiel ist das Gasthermometer. Da-
bei verwendet man ein Gas und hélt entweder den Druck oder das Volumen konstant
und misst die andere Grofle. Die Skala kann dabei beliebig beschriftet werden, so dass
jedes Thermometer seine eigene Definition der Temperatur hat. Wie wir spéter sehen
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werden, impliziert der zweite Hauptsatz die Existenz einer Zustandsgrofie mit den Ei-
genschaften einer Temperatur und einer (bis auf einen Faktor) eindeutig bestimmten
Skala (insbesondere eines eindeutig definierten Nullpunkts). Diese Zustandsgrofie nennt
man die absolute Temperatur oder auch thermodynamische Temperatur. Fir Gase gilt
zum Beispiel ndherungsweise die ideale Gasgleichung

pV = NKT, (9.1)

mit p dem Druck, V dem Volumen, N der Teilchenzahl und 7" der Temperatur in Kelvin.
Die Boltzmannkonstante

k ~ 1.38 x 10723 Joule/Kelvin (9.2)

kann dabei angesehen werden als die Fixierung der Skala der absoluten Temperatur. Aus
sollte ersichtlich sein, wie man die absolute Temperatur mit Hilfe eines Gasther-
mometers bestimmen kann.

Eine Gleichung der Form , die eine Zustandsgrofle, z.B. T', als Funktion von ande-
ren Zustandsgrofien, z.B. p und V', ausdriickt, nennt man eine Zustandsgleichung (ausge-
nommen sind Fille, in denen die Gleichung direkt aus der Definition der Zustandsgréfien
folgt). Diese Zustandsgleichungen sind im Rahmen der Thermodynamik nicht herzuleiten
(sondern miissen empirisch bestimmt werden). Dies ist nur durch eine mikroskopische
Beschreibung des Systems moglich, d.h. mit den Methoden der statistischen Physik.

Eine weitere Erfahrungstatsache ist, dass ein Gleichgewichtszustand eines Systems
eindeutig charakterisiert ist durch einige wenige Zustandsgroflen. Beim Gas mit fester
Teilchenzahl geniigen zwei, z.B. Druck und Volumen. Diesen Fall werden wir im Folgen-
den behandeln. Die Verallgemeinerung auf weitere Zustandsgrofien ist dann trivial. Wir
werden typischer Weise annehmen, dass Zustandsdnderungen quasistatisch sind, d.h. so
langsam verlaufen, dass das (Teil-) System immer im thermischen Gleichgewicht ist, d.h.
durch zwei (oder mehr) Zustandsgréfien beschrieben werden kann.

Nach obiger Annahme kénnen wir jede beliebige Zustandsgréfle y schreiben als Funk-
tion zweier Zustandsgrofien xq, xo. Haufig interessiert man sich nicht direkt fiir die Zu-
standsgroBe, sondern vor allem dafiir, wie sie sich bei kleinen Anderungen der Variablen
T, X9 Ver'andertE Dies ist kodiert im totalen Differenzial

dy oy
dy = =—=|;.d — |, dxs. 9.3
Yy 81’1‘2 $1+8{L‘2|1 €2 ( )
Hierbei bezeichnet 9 d
Yy
— |, = = t, — 4
Dy 72 = g @1+ b w2)l=0 (9.4)

die Ableitung von y in Richtung x; mit fixiertem (festgehaltenen) xs. Die Fixierung
von xo wird iiblicher Weise mit angegeben, denn wir kénnten die Zustandsgrofle y ja

'Dies ist insbesondere der Fall bei den thermodynamischen Potenzialen, deren absoluter Wert nicht
eindeutig definiert ist.
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auch als Funktion von z; und 2 schreibenﬂ wobei z eine weitere Zustandsgrofle ist. Die
Ableitungen

9y 9y

81’1 ’9E27 87331 z (9'5)

unterscheiden sich jedoch im Allgemeinen. Statt 68—;’1 |, schreiben wir im Folgenden auch

0
gas (71, 22).
Aufgabe 9.1. Fiir x1 > 0 sei
y = w125, Z = X1%2. (9.6)

Schreibe y als Funktion von x1 und z. Bestimme die Ableitungen (9.5) und dricke die
zweite wieder als Funktion von x1 und xo aus. Vergleiche die Ausdriicke.

Fiir das Differenzial gelten folgende Rechenregeln:

d(A+ B) = dA +dB, (9.7
d(AB) = BdA + AdB. (9.8)

Aufgabe 9.2. Leite (9.7)) und aus den Rechenregeln fiir partielle Ableitungen her.
Aus dem Differenzial (9.3)) ldsst sich y bis auf eine additive konstante yo wieder ex-

trahieren. Dazu wihlen wir (z9,29) und einen Weg T' von (z9,29) nach (21, z2) und
berechnen

t1

- 9 9 ..

g(z1,72) ;:/de:/t (G l2as Fagler) - (81, 82)dt. (9.9)
0

Hierbei haben wir im zweiten Schritt eine Funktion s : [tg,t1] — R? gewiihlt mit s(tg) =
(29, 29) und s(t1) = (21, 72). Es gilt dann offenbar

(w1, w2) = y(a1, z2) + y(af, ). (9.10)
Ein allgemeines, nicht notwendigerweise totales, Differenzial ist ein Ausdruck der Form
o = apdry + asdrs. (9.11)

Es ist wichtig zu wissen, wie sich solch ein Differenzial bei Variablenwechseln verhélt.
Seien also y; neue Variablen. Dann gilt
o = a1dxy + agdxs

ox1 o0x1 0xo O
= —|yd — |y d —|yod — |y d
o1 (8y1 |y2 Y1+ B ‘y1 y2> + a2 <8y1 |y2 Y1 + B2 |y1 y2>

= 541dy1 + dgdyQ, (9.12)

?In der Mathematik wiirde man diese neue Funktion mit einem anderen Symbol bezeichnen. In der
Thermodynamik verzichtet man darauf um zu betonen, dass es sich um dieselbe Zustandsgrofle
handelt, die lediglich in verschiedenen Koordinatensystemen ausgedriickt wird.
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mit

5 o0x;
G = Zajajj(yl,w)- (9.13)

Auch ein allgemeines Differenzial lisst sich entlang eines Wegs I' von (29, 29) nach

(21, x2) integrieren:

L= [ sansm) - 0. (9.14)

Allerdings wird das Ergebnis im Allgemeinen vom Weg I'" abhéngen, d.h. davon wie
dieser Zustand erreicht wird. Nach Voraussetzung héngt eine Zustandsgrofie jedoch nur
von (x1,x2) ab, so dass man durch Integration eines beliebigen Differenzials i.A. keine
Zustandsgrofle erhélt. Man erhélt jedoch genau dann ein Zustandsgrofle, wenn « die

Integrabilititsbedingung
80&2
—(x1,22) = —(x1,x 9.15
6:c2(1 2) 81:1(1 2) (9.15)
erfiillt. Dies entspricht der Tatsache, dass ein Vektorfeld auf einem sternférmigen Gebiet
genau dann ein Gradientenfeld ist, wenn seine Rotation verschwindet. Fiir ein totales

Differenzial dy ist (9.15)) offensichtlich erfiillt:

0%y 0%y
81‘281'1 (1'1, xg) = 81‘18(132 (.%'1, .%'2). (9.16)

Andererseits ist jedes Differenzial, welches (9.15) erfiillt, ein totales Differenzial, d.h.
« = dy fiir ein y. Ein Differenzial welches nicht total ist, wird haufig in der Form §A
geschrieben, wobei A keine Zustandsgrofle ist.

Aufgabe 9.3. Seien
o= m%dml + 2x129d2o, B = :E%d:nl. (9.17)

Uberpriife die Integrabilititsbedingung (9.15). Bestimme das Integral von o und 3 entlang
der Geraden von (0,0) nach (x1,22) und entlang des Weges (0,0) — (0,x2) — (x1, z2),
wobei die beiden Teilwege jeweils Geraden sind.

Aufgabe 9.4. Uberpriife, dass die Integrabilititsbedingung (9.15)) unabhingig von der
Variablenwahl ist, d.h. dass « = a1dzy + asdxs genau dann (9.15)) erfillt, wenn auch

0day 0dy
, = —"(y1, 9.18
Yo (yl y2) A (?/1 y2) ( )

erfillt ist, wobei &; durch (9.13) gegeben ist.
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9.2. Der erste Hauptsatz und Zustandsanderungen

Der erste Hauptsatz der Thermodynamik formalisiert die empirischen Tatsachen, dass
Energie erhalten ist und in Form von Warme ausgetauscht werden kann. Er wird formu-

liert als
dE = 06A +6Q), (9.19)

wobei F die Gesamtenergie des Systems, JA die am System geleistete (mechanische)
Arbeit und dQ) die auf das System iibertragene Wiarme bezeichnet. Wir wollen §A fiir
ein Gas bestimmen. Es befinde sich in einem Zylinder mit Grundfliche a und Lénge [.
Mechanische Arbeit kdonnen wir leisten, indem wir einen Kolben verschieben und somit
die Léange [ verkleinern. Durch den Druck p miissen wir dabei gegen eine Kraft pA
arbeiten. Es gilt somit

0A = —pAdl = —pdV, (9.20)

und folglich
dE = —pdV 4 46Q (9.21)

Aufgabe 9.5. Zeige, dass (9.20)) kein totales Differenzial ist (wdihle p und V als Zu-
standsvariablen und tiberprife die Integrabilitit).

Gleichgewichtszustédnde eines (ideales) Gases sind durch zwei Zustandsgrofien cha-
rakterisiert. Hiufig wahlt man Druck p und Volumen V und stellt einen Zustand dar
als Punkt in der p — V-Ebene. Zustandséinderungen entsprechen dann Wegen in dieser
Ebene. Man spricht vom p — V-Diagramm.

Wir besprechen einige typische Arten von quasistatischen Zustandsdndungen von Ga-
sen:

e [sochore Zustandsénderungen verlaufen bei konstantem Volumen. Im p—V-Diagramm
handelt es sich um vertikale Geraden. Fiir solche Zustandsdnderungen gilt nach

(19.21) offenbar
5Q = dE. (9.22)

e [sobare Zustandsénderungen verlaufen bei konstantem Druck. Im p—V-Diagramm
handelt es sich um horizontale Geraden. Zur Beschreibung solcher Zustandsénde-
rungen ist es hilfreich, die Enthalpie

H:=FE+pV (9.23)
einzufithren | Es gilt
dH = dE + pdV 4+ Vdp = 6Q + Vdp. (9.24)
Somit gilt bei isobaren Zustandsdnderungen

5Q = dH. (9.25)

3Viele chemische Reaktionen verlaufen bei konstantem Druck. Das Vorzeichen der Anderung der Ent-
halpie gibt an, ob es sich um eine endotherme oder exotherme Reaktion handelt, siehe (9.25)).
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e [sotherme Zustandsénderungen verlaufen bei konstanter Temperatur. Aus der Zu-
standsgleichung (9.1)) folgt, dass isotherme Zustandsinderungen des idealen Gases
Hyperbeln in der p — V' Ebene sind.

e Adiabatische Zustandsinderungen verlaufen ohne Ubertrag von Wirme, d.h. §Q =
0. Wir werden sie am Ende des Abschnitts genauer besprechen.

Sei nun 7' die spater einzufithrende absolute Temperaturﬁ Man definiert die isochore
und isobare Wirmekapazitdt als

OE o,

= arlv) (9.26)

Dies ldsst sich wie folgt begriinden: Wir wiirden die Warmekapazitét gerne definieren als
den infinitesimalen Wirmeiibertrag bei Anderung der Temperatur. Nun ist die Wirme
keine Zustandsgrofle. Bei konstantem Volumen gilt allerdings , so dass die erste
Definition sinnvoll ist. Bei konstantem Druck gilt , was die zweite Definition mo-
tiviert.

Beim Versuch von Gay-Lussac betrachtet man ein Gas im Volumen V; bei Tempera-
tur 77, das durch Entfernen einer Trennwand in ein gréfleres Volumen Vo expandiert.
Offenbar wird keine Arbeit geleistet und auch keine Wéarme iibertragen, so dass gilt

E(Ty, Vi) = E(Ty, Va). (9.27)

Man misst nun 75 = 7. Genau genommen gilt dies exakt nur fiir ideale Gase. Bei
realen Gasen gibt es Abweichungen. Daraus folgt, dass fiir ideale Gase die innere Energie
unabhéngig vom Volumen ist, E(T, V) = E(T). Insbesondere gilt

OE OF
dE = o |vdT + o [7dV = Cy(T)dT. (9.28)

Da Cy wiederum nur eine Funktion von 7 ist, gilt
T
E(T) = / Cy (T")dT", (9.29)
0

wobei wir die innere Energie bei T = 0 auf £ = 0 gesetzt haben. Aus der klassischen

statistischen Mechanik folgt

Cy = %kN (9.30)

fiir ein einatomiges ideales Gas. In diesem Fall erhélt man also

Jo %k:NT. (9.31)

4Man kann die Wirmekapazititen natiirlich auch fiir andere Temperaturskalen definieren. Da wir aber
spéater immer mit der absoluten arbeiten werden, verzichten wir hier auf die gréfite Allgemeinheit.
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Dies nennt man die kalorische Zustandsgleichung des einatomigen Idealen Gases (im
Gegensatz zur thermischen Zustandsgleichung , die die Temperatur als Funktion
von p und V liefert).

Fiir das ideale Gas lésst sich auch die isobare Warmekapazitiat angeben. Mit gilt

H=F+ NKT, (9.32)
und somit
dE

wobei wir verwendet haben, dass £ nur von T abhéngt so dass es bei der Ableitung
irrelevant ist, ob V oder p fixiert wird.

Aufgabe 9.6. Begriinde anschaulich, weshalb C, > Cy gilt.
Betrachten wir weiterhin das ideale Gas. Mit (9.28) und (9.21f) erhalten wir

5Q = CydT + pdV. (9.34)

Somit gilt

1 N CV p
T(SQ = k:NTd(pV) + TdV

Cv kN
= —d(pV)+ —dV
oV V) +
=dIn(pV)V +dIn VN

=dln (p“VVr). (9.35)

Somit ist erhélt man durch Integration von %6@ beim idealen Gas eine Zustandsgrofle.
Wir werden sehen, dass es sich um die Entropie handelt.

Prozesse, die ohne Austausch von Wéirme stattfinden, d.h. mit Q) = 0, nennt man
adiabatisch. Fiir adiabatische Zustandsdnderungen des idealen Gases gilt mit

CvyCr) = const. 9.36
(r (9.36)

Daraus folgt, dass bei adiabatischen Anderungen des idealen Gases

pV" = const (9.37)
gilt, mit dem Isentropenexponent
Cp
= . 9.38
"T ey (9-38)

Aus k > 1 folgt, dass adiabatische Zustandsénderungen im p — V-Diagramm steiler als
isotherme verlaufen, sieche Abbildung
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Abbildung 9.1.: Isotherme (blau) und Adiabate (violett) fiir das ideale Gas im p — V'
Diagramm. Fiir letztere wurde x = 2 verwendet, entsprechend einem

3
einatomigen Gas.

Aufgabe 9.7. Sei py > p1 und Vo > Vi und bezeichne A = (p2, V1), B = (p2, Vo), C =
(p1, Vo) und D = (p1,V1) vier Punkte im p — V -Diagramm fiir ein ideales einatomiges
Gas. Berechne die am System geleistete Arbeit und die ibertragene Wdrme fiir die Isobare
Iy : A — B, die Isochore I's : B — C, die Isobare I's : C — D wund die Isochore
Iy : D — A. Berechne die insgesamt geleistete Arbeit und tibertragene Wirme. Berechne
den Wirkungsgrad, d.H. die vom System geleistete Arbeit dividiert durch die Summe der
zugefiihrten positiven Wirmemengen.

Aufgabe 9.8. FEinen Otto-Motor beschreibt man niherungsweise durch eine adiabatische
Kompression (Verdichtung) eines idealen Gases (Wirmekapazitit Cy ist konstant) von
Vo nach Vi, eine isochore Erwdrmung bei Vi durch Zufiihrung einer Wdarmemenge AQ
(durch Ziindung des Benzin-Luft Gemischs), eine adiabatische Ezpansion von Vi nach
Va, und eine abschliefiende isochore Abkiihlung zum Anfangspunkt (durch Offnung des
Zylinders). Skizziere diesen Prozess im p—V Diagramm. Berechne die bei Kompression
und Ezpansion geleistete Arbeit als Funktion von Vi, Va, k, sowie des Drucks py (p1)
vor (nach) der Zufihrung von AQ (Hinweis: Verwende A = —pdV und p = p(V V)~
fiir eine Adiabate durch (p, f/)) Driicke AQ durch die Differenz von pg und p1 aus
(verwende E = CyT und die ideale Gasgleichung). Berechne den Wirkungsgrad n =
A‘% als Funktion von Vi, Vi, k, wobei A die insgesamt vom System geleistete Arbeit

bezeichnet. Berechne diesen fir k = %, % = 10.
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9.3. Der zweite Hauptsatz, der Carnot-Prozess und die
absolute Temperatur

Eine fiir das Folgende wesentliche Unterscheidung ist die zwischen reversiblen und irre-
versiblen Prozessen. Betrachten wir als Beispiel ein Gas in einem Behélter. Wenn wir
eine Trennwand entfernen und das Gas in ein grofleres Volumen strebt, so handelt es
sich offenbar um einen Prozess der nicht einfach andersherum ablaufen kann, und somit
irreversibel ist. Lasst man das Gas jedoch an der Trennwand Arbeit verrichten die man
z.B. als potenzielle Energie in einem Gewicht speichert, so erhélt man im Grenzfall, in
dem die Zustandsénderung beliebig langsam geschieht, einen reversiblen Prozess, d.h.
einen Prozess der auch im umgekehrter Zeitrichtung ablaufen kénnte. Allgemeiner kann
man einen reversiblen Prozess definieren als einen, der sich riickgdngig machen lasst,
ohne dass dabei Anderungen in der Umgebung zuriickbleiben.

Als ein weiteres Beispiel betrachten wir eine Erwérmung. Wir kénnen ein System da-
durch erwidrmen, dass wir es in thermischen Kontakt mit einem anderen System von
hoherer Temperatur bringen. Der Ubergang zum Gleichgewicht ist offenbar ein irreversi-
bler Prozess (sonst wiirde ja das Konzept von Gleichgewicht sinnlos sein). Andererseits
koénnen wir (zumindest im Grenzfall sehr langsam ablaufender Prozesse), Wirme rever-
sibel zwischen zwei Systemen gleicher Temperatur austauschen. Als Beispiel betrachten
wir ein ideales Gas, welches sich in thermischem Kontakt mit einem Wirmebad?| be-
findet. Bei einer Expansion des Gases leistet es Arbeit. Andererseits hat es durch das
Waérmebad konstante Temperatur und somit nach auch konstante innere Ener-
gie E. Dies ist nur moglich, wenn Warme aus dem Wéarmebad aufgenommen wird. Im
Grenzfall sehr langsamer Expansion lédsst sich der Prozess umkehren.

Aus der Diskussion sollte klar sein, dass reale thermodynamische Prozesse immer
irreversibel sind, dass es sich bei reversiblen Prozessen also um ein theoretisches Konzept
handelt, an welches man sich in der Praxis immer nur méglichst nah ann&hern kann. Die
Verwendung dieses Konzepts verdankt sich vor allem seiner Niitzlichkeit.

Aus dem ersten Hauptsatz, d.h. der Energieerhaltung, folgt offenbar, dass es nicht
moglich ist, ein Perpetuum Mobile zu konstruieren, d.h. eine Maschine, die ohne Ener-
giezufuhr Arbeit leistet. Allerdings verbietet der erste Hauptsatz nicht, die nétige Energie
aus einem Wéarmereservoir zu beziehen. Man denke an ein Schiff welches die zum An-
trieb erforderliche Energie als Warmeenergie dem Ozean entzieht. Solch eine Maschine
nennt man ein Perpetuum Mobile zweiter Art. Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik
verbietet genau dies:

Es gibt keine Zustandsénderung die nur darin besteht, dass einem Wérme-
bad Warme entzogen und in Arbeit umgesetzt wird.

Es ist also unmoglich, eine alleine mit einem Wirmereservoir (dauerhaft) laufende
Maschine zu konstruieren. Betrachen wir also eine Maschine, die dadurch Arbeit leistet,
dass sie Wirme von einem wérmeren zu einem kilteren Wéarmebad transferiert. Dies

5Ein Wirmebad ist ein Teilsystem, dass so grof ist, dass sich seine Temperatur bei Ubertragung einer
typischen Warmemenge nicht &ndert.
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ist beschrieben durch den Camot—Prozessﬁ Dabei betrachtet man zwei Warmebader bei
Temperaturen 7 und 75 mit 75 > Tj. Ein (ideales) Gas wird im Kontakt mit dem
zweiten Wirmebad, d.h. bei Temperatur 75 ausgedehnt. Dabei wird Arbeit geleistet
und Warmeenergie AQ2 aus dem Bad aufgenommen. Danach trennt man das Gas vom
Wairmebad und expandiert adiabatisch, bis die Temperatur auf 7} gefallen ist. Nun kom-
primiert man im Kontakt mit dem ersten Warmebad, d.h. auf einer Isothermen. Dabei
wird Energie in Form von Arbeit aufgenommen und negative Warmeenergie AQ; < 0
aufgenommen, d.h. Warmeenergie abgegeben. Schliellich komprimiert man adiabatisch,
bis die Temperatur auf 75 gestiegen ist, sieche Abbildung Da die Expansion bei
hoherem Druck stattfindet als die Kontraktion erwartet man, dass insgesamt Arbeit ge-
leistet wird. Aufgrund der Relation A = —pdV entspricht die in einem Zyklus von der
Maschine geleistete Arbeit gerade der im p — V' Diagramm eingeschlossenen Fliache. Auf
Grund des ersten Hauptsatzes gilt offenbar

A=AQ2 + AQ1, (9.39)

wobei wir aufgenommene Wirmemengen und am System geleistete Arbeit mit positivem
Vorzeichen versehen. Den Wirkungsgrad definiert man als

B A
T=AQy

(9.40)

Aus (9.35) folgt, dass fiir ein ideales Gas das Integral iiber %5@ im Kreisprozess
verschwindet:

1
=6Q =0. 9.41
# 700 (9.41)
Im Carnot-Prozess wird Wirme nur auf den beiden Isothermen ausgetauscht, es gilt also
AQ2 | AQy
=0. 9.42
T + T ( )

Insbesondere erhélt man fiir den Wirkungsgrad

AQ1 Ty _ 1o — Ty

n=1+ (9.43)
Dieser gilt nur bei reversibler Ausfiihrung des Prozesses und ist somit mit realen Ma-
schinen nicht erreichbar.

Es ist wichtig festzuhalten, dass sich die Maschine auch umgekehrt betreiben lésst, d.h.
man komprimiert bei Ts, etc. Dabei muss man mechanische Energie aufwenden, fiithrt
dem wérmeren Reservoir Warme zu und entzieht dem kélteren Warme. Man nennt dies
eine Warmepumpe, da Warme vom kalten ins warme Reservoir “gepumpt” wird.

Sei nun eine andere Maschine gegeben, die ebenfalls reversibel zwischen den Reser-
voiren Th und T arbeitet und aus dem wéarmeren Reservoir die Warmemenge AQo auf-
nimmt. Sei nun die bei 77 abgegebene Warmemenge kleiner als bei der ersten Maschine,

6Als ein praktisches Beispiel sei der Stirling-Motor genannt (siehe Wikipedia).
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Abbildung 9.2.: Der Carnot-Prozess: Isotherme Expansion bei 75 (blau), adiabatische
Expansion (rot), isotherme Kontraktion bei 77 (griin), adiabatische
Kontraktion (schwarz).

AQ)| < JAQ1|. Dann gilt offenbar A" > A. Wir kénnen nun die beiden Maschinen ge-
geneinander laufen lassen, d.h. wir betreiben die erste Maschine als Warmepumpe und
die zweite als Kraftmaschine. Nach einem Zyklus haben wir dem kalten Reservoir die
Wirmemenge |AQ1| — |AQ] | entzogen und in Arbeit umgesetzt. Dies ist nach dem zwei-
ten Hauptsatz verboten. Im Fall |AQ| > |AQ1| argumentiert man genau anders herum.
Es folgt also AQ; = AQY, so dass der Carnot’sche Wirkungsgrad

-1

_ A4
n T (9.44)

fiir reversibel arbeitende Maschinen, die zwischen den Reservoiren 15 und 77 arbeiten,
universell ist.

Fiir irreversibel arbeitende Maschinen muss der Wirkungsgrad kleiner sein, nirreyv. < 7.
Sonst kénnten wir sie an eine reversibel arbeitende Wirmepumpe anschlielen und erhal-
ten einen Widerspruch zum zweiten Hauptsatz (fiir 7iyrev. > 77) oder zur angenommenen
Irreversibilitdt (fiir Nirev. = 7).

Die Relation hatten wir fiir das ideale Gas hergeleitet, wobei die Temperatur T
durch die ideale Gasgleichung definiert ist. Als Folgerung aus dem nullten Haupt-
satz hatten wir allgemein die Existenz von Zustandsgrofien “Temperatur” hergeleitet,
die angeben, ob zwei Systeme im thermischen Gleichgewicht sind (gleiche Temperatur)
oder nicht. Es stellt sich jedoch als besonders hilfreich heraus, nur solche Temperaturen
zu betrachten, fiir die die Relation gilt. Solch eine Temperatur nennt man eine
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absolute Temperatur. Umstellen ergibt

AR
AQy

so dass eine absolute Temperatur eindeutig fixiert ist, wenn wir die Temperatur fiir
einen Referenzzustand angeben. Dazu wihlt man den Tripelpunkt des Wassers und de-
finiert seine Temperatur als 273.16 K. Im Folgenden bezeichnet 1" immer die absolute
Temperatur.

Ty = Ty, (9.45)

9.4. Die Entropie

Betrachten wir nun allgemeine reversible Zustandsdnderungen, so kénnen wir sie beliebig
genau durch Adiabaten und Isotherme approximieren. Auf den Isothermen werde jeweils
bei Temperatur T; die Warmemenge AQ); auf das System {ibertragen. Als Verallgemei-
nerung von erhélt man dann fiir einen Kreisprozess

> Aj?i = 0. (9.46)
i=1 '

Denn wir kénnten ja n — 1 Carnot-Maschinen bauen, die zwischen den Temperaturen 7;,
i > 1 und Ty arbeiten (ggf. als Warmepumpe), und dabei fiir i > 1 jeweils Warmemengen
AQ); bei T; auf das System iibertragen. Dadurch ist die bei T} iibertragene Warmemenge
AQ) eindeutig bestimmt durch

%:_i%.

T (9.47)

i=2
Wenn nun AQ; # AQ) ist, so konnten wir wiederum den zweiten Hauptsatz verletzen.
Somit gilt (9.46). Wenn wir unsere Approximation immer feiner machen, so erhalten wir

schliefllich 50
j{ T = 0, (9.48)

wie beim idealen Gas (9.41)). Daraus folgt, dass es eine Zustandsfunktion S geben muss,
so dass
oQ

Wir kénnen S bestimmen durch Fixieren des Werts Sy fiir einen Referenzzustand und
Integration von d.S entlang eines beliebigen Pfades vom Referenzzustand zum gewiinsch-
ten. Die Zustandsfunktion S nennt man die Entropie. Aus dem ersten Hauptsatz folgt
offenbar, dass

1 D
dS = —dE + =d )
S 7B+ Vv, (9.50)

bzw.

dE = TdS — pdV. (9.51)
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Zu beachten ist, dass dies fiir reversible Zustandsénderungen gilt.

Aus der Definition folgt offenbar, dass die Entropie konstant ist bei adiaba-
tischen Zustandsénderungen. Da die Warmemenge extensiv, die Temperatur aber in-
tensiv ist, ist die Entropie extensiv. Es macht also Sinn, die Entropien von Teilsyste-
men zu addieren. Fiir ein geschlossenes System dndert sich die Entropie bei reversiblen
Zustandsdnderungen nicht: Warmeaustausch findet bei reversiblen Zustandsédnderun-
gen nur im thermischen Gleichgewicht statt. Somit heben sich die Entropieinderungen
von Teilsystemen gerade auf. Fiir irreversible Zustandsénderungen ist die Anderung der
Entropie allerdings positiv in geschlossenen Systemen. Als ein Beispiel betrachten wir die
Anndherung ans thermische Gleichgewicht bei thermischem Kontakt zweier Teilsysteme
mit Temperaturen 17, 1o, 1o > T7. Dabei wird eine Warmemenge §¢) vom wérmeren
auf das kiltere System iibertragen, es gilt also

ds:—(SQ+5Q:5Q<1—1>>o. (9.52)

Die allgemeine Aussage ist eine Konsequenz des zweiten Hauptsatzes. Angenommen, fiir
eine irreversible Zustandsinderung sei die Anderung der Entropie negativ, AS < 0. Wir
konnen diese Zustandsdnderung durch einen reversiblen Prozess riickgéingig machen. Da-
bei miissen wir wieder die Entropie —AS zufiihren. Das heifit, wir miissen Kontakt mit
einem Reservoir der Temperatur T herstellen und AQ = —TAS an Wirme iibertragen.
Dabei erhoht sich natiirlich die innere Energie des Systems. Um diese reversibel ab-
zufithren, miissen wir also AA = —TAS an Arbeit leisten. Dadurch haben wir offenbar
den zweiten Hauptsatz verletzt.

9.5. Thermodynamische Potenziale und die freie Energie

Aus (9.51)) folgt, dass sich bei Kenntnis von E als Funktion von S und V' die Zustands-
gleichungen fiir 7', p durch Differenzieren erhalten lassen:

oF OF

T:%(va), p:—W(

Solch eine Funktion nennt man ein thermodynamisches Potenzial. Seien andererseits die
Zustandsgleichungen T'(S, V) und p(S, V) bekannt. Dann ergibt sich durch Integration
von dF =TdS — pdV wieder das thermodynamische Potenzial E, bis auf eine additive
Konstante.

Wir wollen diese Zusammenhénge anhand des einatomigen idealen Gases studieren,
fiir das ja gilt. Dazu miissen wir jedoch zunéchst E als Funktion von S und V

schreiben. Aus (9.35) folgt
S=In(Vp®) =CplnV + Cylnp (9.54)

S, V). (9.53)

mit

3 5)
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Mit (9.1]) erhalten wir also
3
S=kNhV + ikN In(kNT). (9.56)

Dies lasst sich nach T auflosen:

1 21 2
Somit gilt mit (9.35)
3 21 2
Ableitung nach V und (9.53) fiithrt dann zu
21 _5

Ableitung nach S und (9.53) liefert natiirlich wieder (9.57). Aus (9.57) und (9.59)) folgt
dann die Zustandsgleichung (9.1)).

Seien anderseits (9.57)) und (9.59)) gegeben. Wir erhalten (9.58)) auch durch Integration
von dFE, ohne ((9.35) zu verwenden:

S 1%
B(S, V) = / TS, Vo)dS' — / p(S,V)dV"
0

Vo
3 21 -2 3 21 2 _2
— < S S) 1|V i+ texp (8] Vi oy
Q[eXp<3kN> } 0 +26Xp(3kzv >[ PV }
3 (21 2 32
—2exp(3kNS>V 3—2V0 . (9.60)

Bis auf eine additive Konstante erhalten wir also wieder .

Beziiglich sei noch auf Folgendes Problem hingewiesen: Wir haben diesen Aus-
druck hergeleitet fiir feste Teilchenzahl N, und fiir eine feste Teilchenzahl ist er auch
anwendbar. Wenn wir allerdings Entropien von Systemen mit unterschiedlicher Teil-
chenzahl vergleichen wollen, so ist nicht mehr korrekt. Das sieht man z.B. daran,
dass die Funktion nicht extensiv ist. Um das zu korrigieren, kénnen wir eine Funktion
von N addieren:

S=kNInV + gkN In(kNT) + kN In (kf%N*%) — kNn <XT§> . (9.61)
Aufgabe 9.9. Fir das van-der-Waals Gas gilt
NkT aN?
_ _ 62
P=y—wp ™ v (9.62)
V-Nb 3
S =kNIn + §k‘N InT, (9.63)

mit reellen, positiven Konstanten a, b. Bestimme daraus E(S,V') und E(T,V'). Bestimme
die isochore Wirmekapazitdt.
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Aufgabe 9.10. Wir bringen zwei einatomige ideale Gase desselben Volumens und der-
selben Teilchenzahl aber unterschiedlicher Temperaturen Ty > T4 in thermischen Kon-
takt. Berechne die Anderung der Gesamt-Entropie durch den Ubergang zum thermischen
Gleichgewicht. Zeige, dass die Entropie zunimmt. Hinweis: Verwende die Energieerhal-
tung.

A O*E O*E
0581/(5’ V)= 8V85(S’ V) (9.64)
und folgt offenbar
or,  op
W'S =35IV (9.65)

Dies ist eine der Mazwell-Relationen.

Die natiirlichen Variablen eines thermodynamischen Potenzials sind die Zustands-
grofien, durch deren partielle Ableitungen man wiederum andere Zustandsgrofien erhélt.
Im Falle der inneren Energie E sind dies also S und V. Es ist vorteilhaft, wenn dies
die Zustandsgroflen sind, iiber die man das System kontrolliert. Wenn man z.B. ein Gas
in einem Volumen V in thermischen Kontakt mit einem Warmebad der Temperatur T
bringt, so kontrolliert man eben gerade 7" und V', und es ist hilfreich ein thermodyna-
misches Potenzial zu haben, dessen natiirliche Variablen gerade 7" und V sind. Dies ist
die freie Energie

F=FE-TS. (9.66)
Denn es gilt
dFf =dFE —TdS — SdT = —pdV — SdT (9.67)
und somit
oF oF

Analog zur Energie ldsst sich natiirlich auch aus der freien Energie eine Maxwell-Relation

herleiten und zwar
oS Op

W|T = 87'” (9.69)
Die Anderung der freien Energie liisst sich auch schreiben als
dF =0A — SdT. (9.70)

Somit ist die Anderung der freien Energie bei isothermen Prozessen gerade die geleistete
Arbeit. Als ein Beispiel betrachte die isotherme Expansion eines idealen Gases. Die dabei
vom System geleistete Arbeit ist die Differenz AF der freien Energie vor und nach der
Expansion und nicht die Differenz AFE der Energien. Der Unterschied erklért sich daher,
dass bei der isothermen Expansion Warmeenergie aus dem Wiarmebad aufgenommen
wird.
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Aufgabe 9.11. Berechne die bei der isothermen Kompression des idealen Gases (Cy
ist konstant) von Vo auf Vi am System geleistete Arbeit durch die Differenz der freien
Energien (verwende (9.56) und die ideale Gasgleichung). Vergleiche mit der Arbeit, die
man durch Integration von A = —pdV unter Verwendung der idealen Gasgleichung
erhdlt.

Aufgabe 9.12. Begriinde die Ableitungsregeln

af af , 0z of af of, 0z
=2, = 2L+ 2. 71
6x|y 82|y8:):|y’ 81“1’ Ox * 0z 8:1:|y (071)
Verwende diese, um
Cy=T §| (9.72)
Voot '
zu beweisen. Analog gilt
oS
Cp,= Ta—T]p. (9.73)
Verwende die Ableitungsregeln und eine Mazwell-Relation, um
dop. OV
Cp—CV —T67T|V87T|p (974)

zu beweisen.

Der Ubergang von der Energie zur freien Energie (und auch der von der Energie
zur Enthalpie) sind Beispiele fiir eine Legendre-Transformation (siehe z.B. Wikipedia).
Ausgehend von einem beliebigen thermodynamischen Potenzial l&sst sich auf diese Weise
ein thermodynamisches Potenzial mit den gewiinschten natiirlichen Variablen erhalten.
Einige thermodynamische Potenziale, die dazugehdorigen natiirlichen Variablen, und die
sich ergebenden Maxwell-Relationen kann man sich z.B. iiber das Guggenheim-Schema
(siehe z.B. Wikipedia) merken.

Aufgabe 9.13. Sei
G=FE-TS+pV (9.75)

die Gibbs’sche freie Energie. Berechne dG und gebe die natirlichen Variablen dieses
thermodynamischen Potenzials an. Bestimme die zugehdérige Mazwell-Relation.

Abschlielend wollen wir noch erwihnen, dass man auch die Entropie als thermodyna-
misches Potenzial mit den natiirlichen Variablen (E, V') auffassen kann, was insbesondere
fiir den Zusammenhang mit der statistischen Physik relevant sein wird. Aus (9.50|) folgt

1 9s p 0S

Man erhélt durch die partiellen Ableitungen nach den natiirlichen Variablen also nicht
direkt T und p, kann diese aber trivial umrechnen.
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10. Statistische Physik

10.1. Grundlegende Konzepte

Wir erinnern uns daran, dass ein Zustand eines klassischen mechanischen Systems durch
einen Punkt im Phasenraum beschrieben wird, d.h. fiir ein System von N Punktteilchen
durch die Angabe von 6 N Zahlen (@, P) = (q1,...q3N,p1, - - - p3n). Diese &ndern sich im
Laufe der Zeit nach den Hamilton’schen Bewegungsgleichungen

. oH . OH
qi = 8}%’ bi = 8%7

(10.1)

mit der Hamilton-Funktion H. Man spricht von einer Phasenraum-Trajektorie des Sy-
stems.

Die dynamischen Systeme, die wir betrachten, haben mindestens eine Erhaltungs-
grofle, die Energie. Es konnte natiirlich auch weitere geben, z.B. Drehimpuls. Die Punk-
te des Phasenraums, fiir die alle Erhaltungsgréfien denselben Wert haben, bilden eine
Hyperfliche ¥ g, g, im Phasenraum (ihre Dimension ist 6N — m, mit m der Anzahl
der Erhaltungsgrofien). Offensichtlich liegt jede Phasenraum-Trajektorie in genau einer
dieser Hyperflachen.

Fiir grofle N ist nicht nur die Losung dieser Bewegungsgleichung praktisch unmoglich
(jedenfalls wenn es Wechselwirkungen zwischen den Teilchen gibt), sondern es ist auch
nicht mdoglich all diese Zahlen zu messen. Typischer Weise misst man eine kleine Zahl
makroskopischer Observablen (z.B. Drehimpuls, Energie), die den Zustand natiirlich
nicht eindeutig festlegen. Um trotzdem mit dieser eingeschréinkten Information arbeiten
zu konnen, ist der Begriff des Ensembles, bzw. der Wahrscheinlichkeitsdichte auf dem
Phasenraum, hilfreich. Zum Beispiel kénnten wir feststellen, dass die Gesamtenergie,
unter Beriicksichtigung der Messungenauigkeit, im Intervall [E, E + AE] liegt. Dann
liegt es Nahe, anzunehmen, dass alle Zusténde, die dies erfiillen, gleich wahrscheinlich
sind. Wir gelangen also zu einer Wahrscheinlichkeitsdichte

~ H(Q,P) € [E,E+ AFE]

10.2
0 sonst ( )

p(Q, P) = {

auf dem Phasenraum, wobei Z ein Normierungsfaktor ist. Wir kénnen dann den Erwar-
tungswert fiir andere Messgréflen angeben:

()= [ FQ.PIn(@ PyaQar (10.3)
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Die Normierung ist natiirlich gegeben durch

7 = / p(Q, P)dQdP. (10.4)

Der Begriff des Ensembles fiir eine Wahrscheinlichkeitsdichte auf dem Phasenraum
rithrt daher, dass man sich vorstellen kann, man hétte eine grole Menge von Kopien des
System in unterschiedlichen Zusténden, wobei die Haufigkeit eines bestimmten Zustands
innerhalb des Ensembles gegeben ist durch die entsprechende Wahrscheinlichkeit.

Da sich das System in einem bestimmten Zustand befindet, kann man natiirlich an-
zweifeln, dass der Erwartungswert sinnvolle Werte liefert. Zur Begriindung wer-
den typischer Weise zwei Argumente angefiihrt. Das erste ist die Ergodenhypothese: Man
nimmt an, dass jede (oder zumindest die allermeisten) Phasenraum-Trajektorie jedem
Punkt der durch die Erhaltungsgréfien Eq, ... E,, bestimmten Hyperebene X g, g, be-
liebig nahe kommt. Dann ist der Ensemble-Mittelwert auf X, g, gleich dem zeitlichen
Mittelwert im Grenzfall grofler Zeiten:

T
L F(Q,P) = lim ~ /0 FIQ), P())dt. (10.5)

X8 Bl Jop, g T00

aaaa m

Hierbei bezeichnet || das Volumen der Hyperfliche ¥. Da Messungen immer iiber einen
gewissen Zeitraum gemacht werden, wird dies héufig zur Begriindung von heran-
gezogen. Das Problem ist, dass es sehr schwer ist, die Ergodenhypothese fiir ein konkretes
System zu beweisen. Ausserdem koénnen die Zeiten T, fiir die der zeitliche Mittelwert
gut durch den Ensemble-Mittelwert approximiert ist, sehr grof} sein.

Das zweite Argument, das zur Begriindung von verwendet wird, ist der zen-
trale Grenzwertsatz. Offenbar liefert dann praktisch brauchbare Vorhersagen fiir
die Grofle F', wenn die Varianz A% klein ist. Dies ist typischer Weise der Fall wenn
N grof§ ist, dank des zentralen Grenzwertsatzes: Seien x,, unabhingige und identisch
Verteﬂteﬂ Zufallsvariablen mit Erwartungswert ¢ und Varianz A%. Die Aussage des zen-
tralen Grenzwertsatzes ist im Wesentlichen, dass die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den
Mittelwert

1 N
YN = anlxn (10.6)

gegen die Gauf-Verteilung mit Mittelwert ;4 und Varianz A%/N konvergiert. Wenn man
also makroskopische gemittelte Groflen betrachtet, wird die Varianz i.A. sehr klein. Den
Grenzfall N,V — oo mit N/V = const nennt man auch den thermodynamischen Grenz-
fall. Nur in diesem Grenzfall kann man die Varianzen vernachléssigen und das System
allein mit den Begriffen der Thermodynamik beschreiben. Allerdings existiert dieser
Grenzfall nicht fiir alle Systeme.

Wir wollen den zentralen Grenzwertsatz anhand eines Beispiels diskutieren. Wir be-
trachten Zufallsvariablen z,, die nur zwei Werte {0, 1} annehmen kénnen. Dabei habe

!Die Zufallsvariablen sind unabhiingig und identisch verteilt, wenn die entsprechende Wahrscheinlich-
keitsdichte von der Form p(z1,...,z,) = p(z1) ... p(zy) ist. Man denke z.B. an die Wiederholungen
eines Wiirfelwurfs oder die Energien der verschiedenen Molekiile eines nicht wechselwirkenden Gases.
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1 die Wahrscheinlichkeit p und 0 die Wahrscheinlichkeit ¢ = 1 — p. Man denke zum Bei-
spiel an viele Wiederholungen eines Miinzwurfs, die Ausrichtung eines Spins, oder die
Wahrscheinlichkeit, das nte Molekiil eines Gases in einem Teilvolumen v = pV zu fin-
den (in den beiden letzteren Féllen sind die Zufallsvariablen natiirlich nur im Grenzfall
vernachlissigbarer Wechselwirkung unabhiingig). Offenbar gilt fiir den Erwartungswert
und die Varianz:

1= 0p (10.7)
A% =p—p* =pq. (10.8)

Die Wahrscheinlichkeit, fiir den Mittelwert yy gerade & zu finden, ist natiirlich

P = (

Wir bilden den Logarithmus und verwenden die Stirling-Formel

N
n

N
>p"qN_” = """ (10.9)

~ nl(N —n)
InN!~NInN — N+ 3In27rN (10.10)
und erhalten:

InP(£)~NInN— N+ 3In27N — (nlnn — n+ §In2mn)
—((N=n)In(N =n) = (N —n) 4+ $In27(N —n)) + nlnp+ (N —n)Ing

+nlnp+ (N —n)lng

N 1
N_n+§ln27r

N N
—nln> + (N —n)l B
nnn—i—( n)ln W(N—n)

:nlnpg + (N —n) lnqi — lhr127rM.
n N —n

L ~ (10.11)

Der Erwartungswert von yy ist offenbar p, so dass es Sinn macht, anstatt 5 die Abwei-
chung v = & — p zu betrachten. Dann haben wir

p q
lnP(V):N(p+V)lnp+V—i—N(l—p—z/)lnm—%ln27rN(p+1/)(1—p—l/)
:N(p+u)1npfiy —|—N(q—y)1nq3y —Lm2rN(p+v)(q—v) (10.12)

Wir betrachten nun die Taylor-Entwicklung um v = 0. Wir berechnen

11 11

P N-Nm-2L 4tN-Z Fo—,

p+v q—v 2p+v  2q—v
N N 1 1

?InP(v) = — — + + . 10.14

vIn P(v) p+v q-v (p+v)? (¢—v)? (10-14)

JyInP(v) = Nln

(10.13)

Somit erhalten wir

11 1 1 1 11
InP(v) ~ —in2xNpg+v ( — > — 2 (N < + > — ( + >> 10.15
) 2 2¢ 2p) 2 P q P> ¢ ( )
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Unter Verwendung von

1 1
SyobTe_ - (10.16)

ergibt sich schlieflich

1 V2 v
P(v) ~ ———e ~——N(1-N"1'e)+=d 10.17
)= o [ V(1= N+ (10,17
it 1 1 1 1
c=pq —|—>, d=———. 10.18
<p2 7 qa p (10.18)
Wir erhalten also fiir den Mittelwert der x,, ndherungsweise eine Gauf-Verteilung mit
Mittelwert 1
— pad(1 — N 1)t 10.19
P+ 5ppadl c) (10.19)
und Varianz .
Pl - Nl (10.20)

d.h. im Grenzfall N — oo den Mittelwert p und die Varianz pg/N, wie vom zentralen
Grenzwertsatz gefordert. Zu beachten ist, dass wir beim Ubergang zu einer Wahrschein-
lichkeitsdichte durch den Abstand % der moglichen Ergebnisse - dividieren miissen.
Dies ergibt dann den korrekten Normierungsfaktor der GauB-Verteilung.

Auch das ideale Gas lésst sich quantenmechanisch behandeln.

Im Rahmen der Thermodynamik wurde die Entropie als eine hilfreiche Gréfle ein-
gefithrt, deren physikalische Relevanz nicht offensichtlich ist. Im Rahmen der Statisti-
schen Physik kann man Wahrscheinlichkeitsdichten eine Entropie zuordnen. Im Uber-
gang zur Thermodynamik entspricht diese dann der thermodynamischen Entropie. Die

Entropie einer diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilung definiert man als

op = — Zp(ac) In p(z). (10.21)

e

Fiir p(z) = 0 ist dabei p(z) Inp(x) = 0. Der einzige andere Fall in dem ein Summand 0
wird, ist p(z) = 1. In allen anderen Fillen 0 < p(z) < 1 ist p(x) Inp(z) < 0, so dass die
Entropie nicht-negativ ist, und genau dann 0 ist, wenn p(z) = 1 fiir ein = (und somit
p(z) = 0 fiir alle anderen).

Wir verwenden in den natiirlichen Logarithmus. In der Informatik wiirde man
den Logarithmus zur Basis 2 verwenden. Die Entropie ist dann eine Abschétzung fiir die
Anzahl von Bits, die benétigt wird, um die Information fiir das Ergebnis des Wahrschein-
lichkeitsexperiments zu kodierenﬂ Anders herum kann man sagen, dass die Entropie
unser Unwissen iiber den Ausgang des Wahrscheinlichkeitsexperiments misst. Im Falle
des oben betrachteten bindren System haben wir

o=—-plnp—qlng. (10.22)

2Die informationstheoretische Entropie wurde von Shannon eingefiihrt. Fiir einen Uberblick und Refe-
renzen siehe z.B. Wikipedia.
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Fiir p = 1 oder ¢ = 1 erhalten wir somit ¢ = 0. Wir benétigen keine Bits, da wir den
Ausgang des Experiments bereits kennen. Verwenden wir den Logarithmus zur Basis 2,
so erhalten wir fiir p = ¢ = %

1 1 1 1

g9 = —5 10g2 5 - 510g2 5 =1. (1023)

Wir benoétigen also gerade ein Bit. Betrachten wir noch p = %, d.h. ¢ = %. Wir erhalten

3 3 1 1
=—-1 - — =1 - ~ (.81. 10.24
o2 =~ logy s — ;logy 3 = 0.8 (10.24)
Das heiffit, wenn wir eine Kette von N Ergebnissen des Zufallsprozesses bekommen,
konnen wir sie typischer Weise in 0.81 /N Bits speichern. Darauf beruhen die Kompressi-
onsverfahren der Informatik.

Nehmen wir an, dass der Ereignisraum N FElemente hat. Wir haben also N Wahr-

scheinlichkeiten pq,...,pn, die der Einschrinkung
N
1= pa=0 (10.25)
n=1
unterliegen. Wir kénnen also o auffassen als Funktion o(py, ..., p,) und kénnen uns nun

fragen, fiir welche {p1,...,pn}, die der Einschrankung unterliegen, die Entropie
extremal wird. Wir suchen also ein Extremum mit Nebenbedingung. Dies ist moglich
mit Hilfe der Methode der Lagrange-Multiplikatoren. Dazu fithren wir eine zusétzliche
Variable A ein und suchen die Extrema der Funktion

N
fp1--spnA) = o(pr, - o) + A <1 - Zm) - (10.26)

n=1

Wir berechnen

N N
Op, | = Op, (—anlnpn +A (1 —~ an>> = —lnp;+1— A\ (10.27)
n=1 n=1

N
Hhf=1-> pn. (10.28)
n=1

An den Extremalpunkten verschwinden die partiellen Ableitungen. Fiir die zweite Glei-
chung bedeutet das, dass die p,’s gerade die Nebenbedingung erfiillen. Fiir die
erste Gleichung bedeutet das, dass der Gradient von o parallel zum Gradienten der
Nebenbedingung ist. Wir haben also

—Inpi+1—XA=0Vi. (10.29)

Insbesondere gilt also
pi = p; Vi, J. (10.30)
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Einsetzen in die Nebenbedingung liefert

1.
Pi= Vi. (10.31)
Der Wert von o an dieser Stelle ist gerade
o(%,..,%)=InN. (10.32)

Also ist die Entropie maximal, ¢ = In N, fiir die Gleichverteilung p; = %, und minimal,
o = 0, fiir die Verteilung in der all p,, bis auf eines 0 sind.

Aufgabe 10.1. Das Ezxtremum der Entropie ldsst sich auch ohne Verwendung des
Lagrange-Multiplikators finden. Betrachte dazu die Funktion

N-1
G(p1,. . pv-1) =0 (p1,- ., pN-1,1— Y Dn) (10.33)
n=1

und finde ihr Extremum.

Die Eigenschaft, die die Entropie gegeniiber anderen Maflen fiir das Unwissen iiber
den Ausgang eines Wahrscheinlichkeitsexperiments auszeichnet, ist die Additivitdt. Be-
trachte dazu zwei Wahrscheinlichkeitsexperimente mit Ereignismengen €2, > und Wahr-
scheinlichkeiten p(z), ¢(y). Wir konnen diese zu einem Wahrscheinlichkeitsexperiment
zusammenfassen mit Ereignismenge

QxS ={(z,y)|z€Qye} (10.34)

und Wahrscheinlichkeiten
r(z,y) = p(z)q(y)- (10.35)

Ein Beispiel wire die zweifache Ausfithrung eines Wahrscheinlichkeitsexperiments, wobei
dann ¥ = Q und g = p. Fiir die Entropie berechnen wir nun

or=— Y p@)aly) n(p(x)a(y))

(z,y)EQXD
== Y p)y) (Inp(x) +Ing(y))
(z,y)EQXD
=Y 4y Y pl@)np@) - > p(x) Y aly) ng(y)
YyeED e € yeD
oyt oy (10.36)

Die Entropie ldsst sich auch fiir kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsverteilungen defi-
nieren. Man spricht dann von der differentiellen Entropie. Sei die Ereignismenge 2 = R™.
Man definiert die Entropie der Wahrscheinlichkeitsdichte p als

op = —/p(a:) In p(x)d"z. (10.37)
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Hierbei ist zu beachten, dass im kontinuierlichen Fall p(z) > 1 gelten kann. Somit ist
die so definierte Entropie nicht notwendigerweise positiv. Auflerdem ist p als Dichte i.A.
dimensionsbehaftet, so dass man den Logarithmus genau genommen gar nicht nehmen
kann. Man miisste also eine Vergleichsgrofie A der richtigen Dimension einfithren und
In p(z) durch In p(z)/A ersetzen. Ein Wechsel von A zu A’ fiithrt dann zu einer Verschie-
bung von o zu o + In A/A’. Typischer Weise interessieren uns solche Verschiebungen
nicht, so dass wir auf die korrekte Normierung verzichten.
Als ein Beispiel berechnen wir die Entropie der Gauf3-Verteilung

r2
(z) = ! e 2a2 (10.38)
PA V2T A

mit Varianz A2, siche ([2.85)):

/OOpA <—1n(FA) 2:2>d

[e.e]

=1In (\/ﬂA) 2A2 /OO pa(z)z?dz
—In (\/% ) (10.39)

Im letzten Schritt haben wir ausgenutzt, dass x in pa den Erwartungswert 0 und die
Varianz A2 hat. Wir sehen also, dass die Entropie um so gréfier wird, je grofier die
Varianz ist. Man kann zeigen, dass die Gauf3-Verteilung die Wahrscheinlichkeitsdichte
auf R ist, die, bei vorgegebenem Erwartungswert und Varianz, die maximale Entropie
hat.

Aufgabe 10.2. Bestimme a und C' so, dass
p(z) = Ceale! (10.40)

eine Wahrscheinlichkeitsdichte auf R mit Varianz A? ist. Berechne die Entropie op.
Vergleiche mit der Entropie der Gauf-Verteilung der gleichen Varianz.

Schliellich wollen wir noch die Entropie fiir eine konstante Wahrscheinlichkeitsdichte
angeben. Sei 2 C R” eine offene beschrénkte Teilmenge und

L e
pa(@) = {'“' (10.41)
0 sonst,

wobei || das Volumen von 2 bezeichnet. Dann gilt

Opg = — /pg(:p) In po(z) = In|Q|. (10.42)
Die Entropie wichst also mit dem Volumen von 2. Die konstante Wahrscheinlichkeits-

dichte liefert die maximale Entropie fiir Wahrscheinlichkeitsdichten auf beschrinkten
Gebieten.
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10.2. Das mikrokanonische Ensemble

Das mikrokanonische Ensemble ist gerade die bereits in eingefiihrte Wahrschein-
lichkeitsdichte pp A . Sie beschreibt ein isoliertes System mit Energie im Bereich [E, E+
AE]. Nach dem vorhergehenden hat diese Wahrscheinlichkeitsdichte die maximale Entro-
pie aller Wahrscheinlichkeitsdichten auf 2z Ag, dem Gebiet des Phasenraums mit Ener-
gie in [E, £ 4+ AFE], namlich

O—ukanzln‘QE,AE’~ (1043)

Der Ubergang zur Thermodynamik erfolgt durch die Identifikation der mikrokanonischen
Entropie mit der thermodynamischen:

S(E) = kopan = k1In |Qp Al (10.44)

Dieser Zusammenhang von thermodynamischer Entropie und Phasenraumvolumen wur-
de von Boltzmann postuliert, bevor der informationstheoretische Entropiebegriff von
Shannon eingefiihrt wurde.

Das Auftreten der Energieunschiirfe AF in ((10.44])) mutet auf den ersten Blick seltsam
an, da die Entropie als Zustandsfunktion nicht von unserer Messunschérfe abhéingen
sollte. Allerdings wihlen wir AE < E, so dass wir entwickeln kénnen

In|Qpap| ~In|QpAE| =In|Qp| + InAE, (10.45)

so dass eine Anderung von AE nur zur Addition einer Konstanten zu S fiihrt. Dies
ist zuldssig, da wir die Entropie nur durch Integral von dS = %(5@, d.h. bis auf eine
Konstante definiert hatten. In obigem Ausdruck ist || das Volumen der Hyperfléche
im Phasenraum mit Energie F.

Zur Motivation von erinnern wir an den Zusammenhang von Entropie
und Temperatur. Betrachten wir nun zwei makroskopische Systeme, die wir eine Weile
in Kontakt gebracht haben, so dass Energie ausgetauscht werden kann, und die wir
dann trennen. Die Frage ist nun, wie sich die Gesamtenergie E auf den Energien Fj,
E5 der Teilsysteme verteilt. Ohne weitere Kenntnis der mikroskopischen Dynamik ist es
natiirlich, anzunehmen, dass alle mikroskopischen Zustéinde mit Gesamtenergie F gleich
wahrscheinlich sind. Somit gilt fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir Fy

p(Er) o | (|75, | = ex (S1(E)+S2(B=FL) (10.46)

bis auf Normierung. Fiir makroskopische Systeme wird diese Wahrscheinlichkeitsdichte
ein stark ausgeprigtes Maximum haben. Dieses liegt bei

Op,p(E1) =0 < S|(E) — S5(E2) = 0. (10.47)

Nach bedeutet dies gerade, dass 17 = 15, d.h. die beiden Systeme befinden sich
im thermischen Gleichgewicht.

Um uns davon zu iiberzeugen, dass die ad hoc anmutende Identifikation von infor-
mationstheoretischer mit thermodynamischer Entropie sinnvolle Ergebnisse liefert, be-
trachten wir den Fall des idealen einatomigen Gases. Das mikroskopische Modell eines
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idealen Gases sind N freie punktférmige Teilchen. Die Gesamtenergie ist also gegeben
durch

N ‘_, ‘2 1 3N
E = no— - 2. 10.48
n;l 2m 2m ;pz ( )

Wir wollen nun also berechnen

Qpan| = / p5.a5(Q, P)AQAP

=N / d*Np
E<;L 53N p2<E+AE

n—=

=V (1Bsn (vV2m(E + AE))| - [Bsn(V2mE)) ), (10.49)

wobei B, (R) die Kugel mit Radius R im R" ist. Fiir ihr Volumen gilt

0|3

|Ba(R)| = F(”H)R (10.50)

wobei I' die gamma Funktion ist, d.h. die Interpolation der Fakultét:

F(n)= (-1,  T(z+1)=al(z) (10.51)
Wir erhalten somit
Qpap| =V ikl em)% ((B+AB)% - BY)
= — m P
EAFE F(% I 1)
2 3N
~ VN T _(om)% SE% IAE. (10.52)
r(s+1) 2

Wir erhalten also

3 3 3N
Opkan =~ N1InV + (2]\7 - 1) In E+§N1n(2m7r)+ln 7—1HF(%N+1)—|—1HAE. (10.53)

Mit der Identifikation ((10.44]) und (9.76) folgt dann

1 3 1 P 1
T_k(QN_l) ok T_kNV' (10.54)
Die zweite Gleichung ist gerade die thermische Zustandsgleichung (9.1)) des idealen Gases,
wahrend die erste im thermodynamischen Grenzfall N — oo die kalorische Zustandsglei-
chung (9.31)) ist. Die auf diese Weise berechnete Entropie hat also offenbar die richtige
Abhéngigkeit von Energie und Volumen. Allerdings stimmt die Abhéngigkeit von der

120



Teilchenzahl noch nicht. Um das zu sehen verwenden wir (10.51)) und Stirlings Formel
(10.10) und erhalten

Opkan ~ N1InV + (2]\7 - 1> InE+ gNln(2m7r) +In %N

3 3 3 1
- §N1n§N—|— §N - 51n(37rN) +InAFE
~ Nln (V(E/N)%) +eN. (10.55)

wobei wir im zweiten Schritt alle Terme vernachléssigt haben, die nicht mindestens
linear mit NV wachsen (uns interessiert der Grenzfall N — o). Die so definierte Entropie
ist allerdings nicht extensiv, d.h. wir haben die falsche Abh#ngigkeit von N (dieses
Problem war uns schon in Abschnitt begegnet. Wie dort kénnen wir es beheben durch
Subtraktion einer Funktion von N, ndmlich N In N. Alternativ konnen wir natiirlich auch
NlIn N — N subtrahieren und erhalten

Gan ~ N 1n ((V/N)(E/N)%) 1N, (10.56)

was bis auf den irrelevanten Term ¢/ N gerade entspricht.

Auf Grund der Stirling-Formel entspricht die Subtraktion von NIn N — N
gerade der Multiplikation von [Qp Ap| mit % Dieser Faktor lasst sich aus der Ununter-
scheidbarkeit der Molekiile motivieren: Da wir die einzelnen Molekiile nicht unterscheiden
konnen, sind die Konfigurationen bei denen Orte und Impulse der Teilchen permutiert
werden (z.B. durch Vertauschung von (qi,p1) und (g2, p2)) als identisch zu betrachten.
Somit haben wir zu viele Konfigurationen betrachtet und miissen dies korrigieren, indem
wir durch die Anzahl der Permutationen dividieren| Zu beachten ist, dass die Ununter-
scheidbarkeit nur bei identischen Molekiilen gilt. Bei einem Gas, das aus N7 Molekiilen
vom Typ 1 und N, Molekiilen vom Typ 2 besteht, ist der Korrekturfaktor natiirlich
W’ so dass man fiir die Entropie

S =kNn (V(E/N)%> — kNyIn N; — kNyln Ny (10.57)

erhélt, wobei N = N; 4+ Ny und wir den irrelevanten Term proportional zu N ignoriert
haben.

Aufgabe 10.3. Wir betrachten zwei Gase mit Teilchenzahlen Ny, No in Volumina V7,
V. Die beiden Gase bestehen aus unterschiedlichen Molekiilen und es gelte % = % Wir
entfernen eine Trennwand zwischen den beiden Systemen, so dass sie sich Vermischen
kénnen. Berechne die Mischungsentropie, d.h. die Differenz der Gesamtentropie vor und
nach der Durchmischung.

3Im Rahmen der Quantentheorie kommt dieser Korrekturfaktor automatisch durch die Fermi- oder
Bose-Statistik zustande.
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Fiir quantenmechanische Systeme setzt sich das mikrokanonische Ensemble zusammen
aus allen linear unabhéngigen Eigenzustéinden des Hamilton-Operators H mit Eigenwer-
ten zwischen F und E' 4+ AFE, wobei alle diese Zusténde gleich wahrscheinlich sind. Nach
den Ergebnissen des vorangehenden Abschnitts gilt also

Opkan = 10 > g(H), (10.58)

Hex(H);E<H<E+AE

wobei g(H) die Entartung des entsprechenden Eigenwerts ist.
Als Beispiel betrachten wir N nicht wechselwirkende Spins i in einem homogenen

2
Magnetfeld B = Bé,. Der Hamilton-Operator ist dann

N
H =) pBoy, (10.59)

n=1

wobei u das magnetische Moment und o5 der Spin-Operator fiir den nten Spin ist, siehe
(6.57). Der Spin Operator o3 hat die beiden Eigenwerte +1. Die Eigenzustinde von H
konnen also geschrieben werden als ¢, . s, mit s; = £1 und

N
H¢31=---75N =uB (Z Sn) ¢81,...,SN' (1060)
n=1

Wir konnen jetzt das Intervall AE = 2uB wéhlen, so dass immer genau ein Eigenwert
im Intervall [E, E + AE) liegt. Sei v = ™5"=, wobei n die Anzahl der Spins mit Spin
+1 sind. Fiir die Energie gilt dann

E =2uBv (10.61)

und die Entartung ist

N! N!
JW) = —— =% N - (10.62)
nylnt (5 +v)i(5 —v)!
Somit gilt
N!

o(E)=1In (10.63)

N E \(N E \°
(3 + Q,TB)!(i - m)!
Wenn wir wie im vorigen Abschnitt die Stirling-Formel benutzen und um E = 0 Taylor-
entwickeln, so erhalten wir, analog zur Rechnung in (|10.15|),

o(E)~ NInN — (§ + 555) (5 + 555) — (5 + 555) n(N + 575)
E2
~ _ 10.64
(2uB)*N ( )
Fiir die Temperatur gilt also

1 kE k 2v
e T 10.65
T (uB)?N uB N ( )
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Hierbei ist zu beachten, dass die Entwicklung um E = 0 fiir tiefe Temperaturen kT < uB
nicht sinnvoll ist, da dann fast alle Spins im Grundzustand s = —1 sind, so dass die Ener-
gie ndherungsweise durch F ~ —uBN gegeben ist. Erhohen wir die Energie aus diesem
Grundzustand bis £ = 0, d.h. in den Zustand mit n, = n_, so steigt die Temperatur
auf T' = oco. Wir sehen, dass Erhchung der Temperatur einer Abnahme der Ordnung
entspricht. Erhohen wir die Energie weiter, so wird die Temperatur negativ. Man spricht
von einer Besetzungsinversion, da mehr Spin im angeregten als im Grundzustand sind.
Solche Zustédnde sind keine Gleichgewichtszusténde, spielen aber z.B. beim Laser eine
wichtige Rolle. Schliefllich wollen wir noch eine Folgerung aus (10.65) erwihnen: Die
Magnetisierung des Materials ist proportional zu v. Somit finden wir, dass die Magneti-
sierung proportional zu B und antiproportional zu T ist. Dies ist das Curie-Gesetz fiir
den Paramagnetismus.

Dieselbe Rechnung lédsst sich auch verwenden zur Diskussion der Gummielastizitdt.
Dabei geht es um Materialien, die aus Makromolekiilen aufgebaut sind, die aus einer
Kette gleicher Bausteine bestehen. Diese Bausteine koénnen in verschiedenen Winkeln
zueinander stellen. In einem einfachen Modell ldsst man nur zwei Ausrichtungen zu,
parallel und anti-parallel. Wenn wir NV Kettenglieder haben, so kénnen wir unterscheiden
zwischen ny Kettenglieder, die in positiver z-Richtung zeigen, und n_ Kettenglieder, die
in negativer x-Richtung zeigen. Die Gesamtlidnge ist dann

L=4(ny —n_) =20 (10.66)

wobei ¢ die Lénge eines einzelnen Kettengliedes ist. Zur Vereinfachung wollen wir an-
nehmen, dass keine der beiden Ausrichtungen energetisch bevorzugt ist. Somit ist die
Entropie nur eine Funktion von L (anstatt V'), und Vergleich mit (10.61) und (10.63)
liefert

L2
L)~ ——u—. 10.
o(L) G0N (10.67)
Analog zu (9.76]) gilt fiir die Kraft F' am Ende des Gummibandes
—F 08
Einsetzen ergibt
~ KL (10.69)
202N '

Wir finden also eine Kraft proportional zu Auslenkung L, d.h. eine Federkraft. Man
spricht von einer entropischen Kraft. Interessanterweise nimmt die Kraft mit steigender
Temperatur zu. Somit ziehen sich mit einer konstanten Kraft gespannte Gummibénder
bei Erhéhung der Temperatur zusammen.

10.3. Das kanonische Ensemble

Im mikrokanonischen Ensemble haben wir ein isoliertes System betrachtet. Im kanoni-
schen Ensemble betrachten wir ein System 1 in thermischem Gleichgewicht mit einem
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Wirmebad, d.h. einem sehr groflien System 2, bei Temperatur 7. Die Gesamtenergie ist
also gegeben durch

H(Q1, P1,Q2, P2) = Hi(Q1, P1) + Hy(Q2, P2) + Hyw(Q1, P1,Q2, P»), (10.70)

wobei @); und P; die Menge der kanonischen Variablen fiir das System ¢ sind, und Hww
die Wechselwirkung der beiden Systeme beschreibt. Wir nehmen an, dass wir die Kopp-
lung der Systeme so schwach machen kénnen, dass Hww gegeniiber den beiden ande-
ren Beitrigen vernachlissigbar ist (aber trotzdem grofi genug, damit Energieaustausch
zum thermischen Gleichgewicht fithrt). Das Gesamtsystem soll sich im mikrokanonischen
Ensemble mit Energie E befinden. Die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir das erste System
erhalten wir durch Integration {iber das zweite:

p1(Q1, P1) = /pE,AE(Ql,Pl,Qz,Pz)dQQdPQ
1
== dQ2d Py
Q88| JE-H(Q1.P)<Hs(Q2.P2) <E—H1 (Q1,P1)+AE

2
_ |QE*H1(Q1,P1),AE|
Qp,AE|

1
= fpag O (10.71)

Da das erste System viel kleiner als das zweite ist, ist H1(Q1, P1) < E, so dass wir durch
Taylor-Entwicklung
1

p1(Q1, Pr) ~ me%(SQ(E)—HI(lePﬂSé(E)) (10.72)

erhalten. Da die Gesamtenergie ¥ im wesentlichen mit der Energie des zweiten Systems
iibereinstimmt, ist S5(E) = 7, mit T der Temperatur des Wirmebads. Somit gilt

1
p1(Q1,P) = 26—5H1(Q1,P1) (10.73)
mit .
= — 10.74
f= (10.74)
und der Zustandssumme
Z = / e QLI Q AP (10.75)

Diese Wahrscheinlichkeitsdichte nennt man das kanonische Ensemble. Man beachte, dass
das zweite System hier nur noch durch g auftaucht, d.h. die mikroskopische Beschreibung
des Wiarmebades ist nicht nétig, um das kanonische Ensemble zu definieren.

Bevor wir zu Anwendungen des kanonischen Ensembles kommen, wollen wir den An-
schluss an die Thermodynamik besprechen. Da wir hier mit den Kontrollgréflen 7" und
V' gearbeitet haben, liegt es Nahe, diesen iiber die freie Energie herzustellen, da dieses
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thermodynamische Potenzial gerade diese beiden Grofien als natiirliche Variablen hat.
Die korrekte Identifikation ist durch

F=-3'Inz (10.76)

gegeben. Dies wollen wir begriinden. Nach (9.68)) sollte die Ableitung nach 7' das negative
der Entropie liefern. Zunéchst berechnen wir

_ 95z = —%agz _ % / H(Q, P)ePT@P)aQdP = (E). (10.77)
Somit gilt
—%F:E%F
5T InZ - faﬁlnz
= (F—{B)). (10.78)

Vergleich mit zeigt, dass diese Definition sinnvoll ist.

Im Gegensatz zum mikrokanonischen Ensemble kann man das kanonische Ensemble
auch zur Beschreibung mikroskopischer Systeme verwenden (die allerdings an ein ma-
kroskopisches Wirmebad gekoppelt sind). Zum Beispiel kénnten wir uns interessieren
fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte des Impulses eines einzelnen Molekiils eines Gases. Das
Gas spielt dabei die Rolle des Wirmebades und wir erhalten

p(p) = (ﬁ )36 2P, (10.79)

2mm

Fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte des Betrages v der Geschwindigkeit erhalten wir dann

3
p(v)dv — (ﬂ> / I 437
2mm mu<|p|<m(v+dv)

3

= <Bm> dmvte= "5 dv (10.80)

Dies ist gerade die Maxwell’sche Geschwindigkeitsverteilung.

Als eine weitere Anwendung des kanonischen Ensembles betrachten wir ein Gas mit
einer grofien vertikalen Ausdehnung, so dass die Gravitationskraft nicht vernachléassigt
werden kann. Fiir die Hamilton-Funktion eines einzelnen Teilchens gilt

(Z,p) = sz + mgz. (10.81)
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Die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte n(Z) ergibt sich durch Integration iiber die
Impulse:

1
n(g_:') = /p(f,ﬁ)d‘gp = E /6_£1|ﬁ12—5m92d3p — noe_ﬂmgz, (10.82)

Dies ist die barometrische Héhenformel.

Wir wollen zu weiteren Folgerungen aus dem kanonischen Ensemble gelangen. Orte
Q@ und Impulse P fassen wir zur Variable u = (Q, P) zusammen. Wir nehmen an, dass
g—i # 0 und berechnen

<ngTIL_IZ> = ;/Uigie_ﬁH(u)du
e
1
—— 10.83
5 (10.83)

Hierbei bezeichnet das Integral iiber du; das Integral iiber alle u’s aufler u;. Im letzten
Schritt haben wir angenommen, dass der Randterm verschwindet. Man denke an einen
Impuls p, bei dem man von —oo nach oo integriert und H den Term p? enthiilt.
Obige Aussage ist im wesentlichen der Gleichverteilungssatz. Betrachten wir einen
Impuls p. Es gilt
oH p?

wobei F), = % den Beitrag von p zur Gesamtenergie angibt. Somit gilt

(Ep) = SkT. (10.85)

Zu beachten ist, dass dies unabhéngig von der Masse ist. Fiir ein einzelnes freies Punkt-
teilchen setzt sich die Gesamtenergie aus 3 Impulsen zusammen. Somit erhilt man

(By) = 3KT. (10.86)

Fiir N freie Punktteilchen erhélt man also gerade die kalorische Zustandsgleichnung
des idealen Gases.

Ganz allgemein gilt fiir alle Freiheitsgrade, die quadratisch zur Energie bei-
tragen. Dies betrifft z.B. Koordinaten ¢, wenn sie iiber ein Potenzial gq2, d.h. einen
harmonischen Oszillator, zur Energie beitragen. Betrachten wir zum Beispiel N Atome
in einem Kristallgitter. Wir haben 3 Schwerpunkts- und 3(/N — 1) Relativkoordinaten.
Fiir letztere gilt ndherungsweise ein harmonisches Oszillatorpotenzial. Somit erwartet
man

E o~ (H)=3kNT + 3k(N —1)T ~ 3kNT. (10.87)
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Dies ist das Dulong-Petit-Gesetz fiir Festkorper. Wie wir sehen werden, gibt es durch
Quanteneffekte Abweichungen bei kleinen Temperaturenﬁ Bei hoheren Temperaturen
machen die Anharmonizitéiten im Potenzial bemerkbar.

Aufgabe 10.4. Sei V = %qQ + %q4 mit « > 0. Zeige, dass
(V) < ikT (10.88)
gilt.

In einem zwei-atomigen Molekiil haben gibt es 3 Schwerpunktsimpulse, die quadra-
tisch zur Energie beitragen. Wenn man die Molekiilschwingung als harmonisch annimmt,
haben wir weitere zwei Freiheitsgrade (Relativ-impuls und -koordinate), die quadratisch
zur Energie beitragen. Schliellich gibt es noch zwei Rotationsfreiheitsgrade, die ebenfalls
quadratisch eingehen: H,q = g—;, mit dem Drehimpuls L und dem Tragheitsmoment I.
Man erwartet also fiir eine ideales zweiatomiges Gas Cy = %kN , mit IV der Anzahl der
Molekiile. Wie wir sehen werden, gilt bei kleinen Temperaturen auf Grund von Quan-
teneffekten aber weiterhin Cy = %kN , da die Schwingungs- und Rotationsfreiheitsgrade
“eingefroren” sind.

Fiir quantenmechanische Systeme ersetzt man durch die Summe iiber die Ei-
genzustinde des Hamilton-Operators H:

Z= Y g(B)eF (10.89)
Eex(H)

Hierbei bezeichnet g(F) die Entartung des Energieniveaus F, d.h. die Dimension des
Eigenraums zur Energie E. Als ein Beispiel betrachten wir den quantenmechanischen
harmonischen Oszillator, d.h. E = hw(n + 3), g(E) = 1. Wir erhalten

o
1 1 1
7 =N e Bwnty) — o~z — — . (10.90
nz:() 1—ePhw  3hw _ ,—3Bhw  2sinh %Bhw ( )
Mit (10.77) erhalten wir also
1
E)=—-—=-037
(E)=~—0
1
= 2sinh i fliw—s———Lhw cosh L phw
20 a2 1 Bhw 2f
= 1hw coth %Bﬁw. (10.91)

Die Funktion coth% ist in Abbildung gezeigt. Zum Vergleich ist auch = abgebildet.
Es folgt, dass fiir kT > hw
(E) ~ kT (10.92)

gilt, wie im klassischen Fall. Fiir k7' < hw wird die Energie allerdings konstant %hw
Anschaulich heifit das, dass die Temperatur nicht ausreicht, um Zusténde oberhalb des

4Mit kleiner Temperatur ist hier gemeint, dass kT < fiw, mit w der Schwingungsfrequenz.
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Abbildung 10.1.: Die Funktionen coth 1 (blau) und z (violett).

Grundzustandes zu besetzen. Eine Konsequenz ist, dass die Warmekapazitét fiir kleine
Temperaturen gegen null geht. Analoges gilt auf Grund der Drehimpulsquantisierung
fiir die Rotationsfreiheitsgrade. Die Abhéngigkeit der Warmekapazitidt von der Tempe-
ratur macht sich bei realen Gasen bemerkbar. Bei niedrigen Dichten und Temperaturen
verhalten sie sich im wesentlichen wie ein einatomiges ideales Gas mit Cy = %kN . Bei
hoheren Temperaturen machen sich Rotations- und Schwingungsfreiheitsgrade bemerk-
bar, so dass die Warmekapazitiat ansteigt.

Abschlieflend wollen wir skizzieren, wie man die Planck’sche Formel fiir die spek-
trale Energiedichte herleiten kann. Dazu betrachten wir zunéichst den Erwartungswert
von E im harmonischen Oszillator, wenn wir von (£) die Nullpunktsenergie abziehen:

1 Bhw —18hw
ez +e 2
<E>—§hw:;hw<l — —1)

1
2e~ 2P
= %hw 1 1
eiﬁh"” efiﬁh"”
hw

Dies entspricht genau dem zweiten Faktor in . Dies ist kein Zufall, denn obige
Rechnung ist ein wesentlicher Bestandteil der Herleitung von . Dabei betrachtet
man die stehenden elektromagnetischen Wellen im Hohlraum eines Kérpers und nimmt
an, dass die Energie jeder Mode nur die Werte nAw mit n € Ny annehmen kann, wobei w
der Schwingungsfrequenz der Mode ist. Den erste Faktor in erhdlt man, wenn wir
die Anzahl der Moden zihlen, die Freqenzen im Intervall [v, v+ Av| haben. Die Frequenz
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einer Mode mit ng;, n,, n, Schwingungsknoten in z, y und z-Richtung durch

v= w/n%—{—ng—}—ng% (10.94)

gegeben istﬂ Die Anzahl der Kombinationen (n,,n,,n;), so dass v < v(it) < v+ Av ist
ndherungsweise durch
4 L3

3

Av (10.95)

gegeben (vergleiche auch mit der Rechnung zur Maxwell’schen Geschwindigkeitsvertei-
lung (10.80))). Der zusitzliche Faktor 2 in (1.3) kommt daher, dass es zwei linear un-
abhéngige Polarisationsrichtungen der ebenen Wellen gibt.

SWir nehmen an, dass der Hohlraum wiirfelfsrmig mit Kantenlinge L ist.
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